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FP, DI CALCOLO IN M 


presente opera è messa sotto la salvaguardia delle 
sulla proprietà letteraria. 


PREFAZIONE. 


Nello scrivere il presente trattato sul Calcolo Integrale, si 


RA 


è avuto in mira di comporre un’opera ad un tempo elemen- r 
tare e completa—adatta per l’uso dei principianti, e sufficiente 
ai bisogni degli studenti provetti. Nella scelta delle proposi- 


ion e nel modo di abile, Ro cercato di seine intera- 


VI PREFAZIONE. 


Il Calcolo delle Variazioni sembra esigere un posto nel pre- 
sente trattato così convenientemente come l’ordinaria teoria | 


dei valori massimi e minimi è inclusa nel Calcolo Differen- 


ziale. L'ultimo capitolo del trattato è perciò dedicato a questo 
argomento; e si ha speranza che la teoria e le illustrazioni 
P : ivi esposte sì troveranno, per rispetto alla semplicità e chia- 
rezza, adattate ai bisogni degli studenti. 

Affinehò lo studente possa trovare nel volume tutto ciò che 


egli richiede, si è aggiunta ai diversi capitoli un’ampia col- 


lezione di esempii per esercizio. Questi esempii sono stati scelti 
dalle Memorie degli Esami del Collegio e della Università, e 
sono Dei spione Pa sicchè si crede che Dea 
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CALCOLO INTEGRALE. 


CAPITOLO I. 


. Significato dell’integrazione. Esempii. 


1. Nel Calcolo Differenziale abbiamo un sistema di regole 
per mezzo delle quali deduciamo da una data funzione una se- _ : 
conda funzione chiamata il coefficiente differenziale della pri- 
ma; nel Calcolo Integrale dobbiamo ritornare dal coefficiente N - 
«differenziale alla funzione dalla quale fu dedotto. Non diciamo 
_® che questo sia l'oggetto del Calcolo Integrale, poichè il pro- 
| blema fondamentale del soggetto si è di effettuare la somma 
di una certa serie infinita-di termini infinitamente piccoli ;. 
ma per la soluzione di questo problema dobbiamo conoscere 
‘almente la funzione di cui una data funzione è il coef- 
te differenziale. Questo procediamo ora a mostrare. z 


eni 


2 SIGNIFICATO DELL'INTEGRAZIONE. 7 
e può essere dinotata con X79(x), poichè essa è la somma di 
un numero di termini di cui Xg(1) può essere preso come il 
tipo. Siccome ciascuno dei termini di cui % è il tipo può es- 
Ni sere considerato come la differenza tra due valori assegnati 
| successivamente alla variabile x} possiamo usare anche il sim- f 
bolo @(v) Ax come il tipo dei termini da sommarsi, e Yg(2)Ax | 
per la somma. 


Possiamo mostrare immediatamente che Yw (x) Az non può 
mai eccedere una certa quantità finita. Infatti dinoti A il 
massimo valore numerico che @(x) può avere quando # è 
compreso tra 4 e d; allora Yg (x) Ax è numericamente mimore 
di (+79 +... + An) A, vale a dire minore di (0 — a) A. 

Procediamo ora a determinare il limite di Lo(@)Ax. Bia 
W(x) una funzione di x tale che g(x) sia il suo coefficiente 
differenziale rispetto ad x. Allora conosciamo che il limite di 
U@e+2) UL 

h 
Quindi possiamo porre 


SUTCAEIZIO) =h{g(4) +01}, | - 
Y (2) — Ve) = Mo ()+ pa}, = 


a severe ere nere arizona sare 

Y (tina) — Pra) “i inn. $ (Cna) + @nd }, ali 5 5 

YO dn) = fer tenti 
03, +-+ fn in ultimo svaniscono. Da queste equazioni » 


quando % diminuisce indefinitamente è 0(). 
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4. Supponiamo che 7,, 7, «+. Rn siano tutti eguali; allora 
3 x no b-a 
ciascuno di essi è eguale a 
pò n 
Quindi | 6(x)da è equivalente alla seguente direzione, « si 
da 


A Poe 
, edx, è eguale ada +- (b— 0). 
, n 


divida d—a in n parti eguali, ciascuna parte essendo %; in 
© (a) sì sostituiscano per # successivamente a, a+h, 442%, ... 
a+ (n-1)%h; si aggiungano questi valori insieme, si molti- 
plichi la somma per % e poi si diminuisca % senza limite ». 
Se queste operazioni sono effettuate avremo per risultato 
Y (0) - U(a), in cui W(w) è la funzione di cui g(w) è il coef- 
ficiente differenziale rispetto ad x. 


Lo studente adunque deve osservare accuratamente che per 
fondamento del Calcolo Integrale abbiamo un certo teorema 
ed una corrispondente notazione. Il teorema è il seguente : 
sia U(x) una funzione di x, e 9(w) il suo coefficiente diffe- 
renziale rispetto ad #; sia n un intero positivo ed nh=b—a; 
allora il limite quando n cresce indefinitamente di 


Ì 


nie +e(2+1) 49420) +... +90-M| 


4 APPLICAZIONE DELL'INTEGRAZIONE, ‘ 


piccolo, ed un numero finito di quantità indefinitamente pie- 
colo in ultimo svanisce. 


6. Il procedimento precedente si chiama Integrazione; la 


d ‘ 


quantità f @(x) de si dice un integrale definito, ed a e Db sono 
a 


chiamati i limiti dell'integrale. Poichè il valore di questo in- 
tegrale definito è V(0) — (a) dobbiamo, quando una funzione 
©(x) deve essere integrata tra limiti assegnati, prima trovare 
la funzione Y(1) di cui 0() è il coefficiente differenziale. Per 
esprimere il legame tra 9(v) e U(r) abbiamo 
dU (@ 
r@= E, 


da 


e questo è anche dinotato dall’equazione 


f[emazto. 


In una equazione come l’ultima, in cui non abbiamo limiti 
assegnati, asseriamo semplicemente che (x) è la funzione da 
cui si può ottenere @(w) per mezzo della differenziazione ; W(x) 
è qui chiamata l'integrale indefinita di 9 (2). 


degli articoli precedenti. 
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valli eguali e sì tirino le ordinate nei punti di divisione. Si 
supponga 0M=a@4(r—.1)h, allora l’area del parallelogram- 
mo PMNp è 

L ho {a+ (r-1)h}. 


La somma ottenuta assegnando ad » in questa espressione 
tutt'i valori da 1 ad » differisce dall'area richiesta della curva 
per la somma di tutte le porzioni analoghe al triangolo P@p, 
e come quest’ultima somma evidentemente è minore della più 

= grande delle figure di cui PMNQ ne è una, possiamo, dimi- 
nuendo sufficientemente %, ottenere un risultato che differisce 
tanto poco quanto ci piace dall’area richiesta. Quindi l'area 
della curva è il limite della serie 


È ni gA+9(0+M+9(0+20 + sun tg0=M), 


ed è eguale a U(0) — U(a). 


* 8. Se U(2) è la funzione da cui risulta 9(w) con la diffo- 2 
renziazione, noi dinotiamo ciò con l'equazione 


s- fea=t®, E 


| “è procediamo ora ai metodi per trovare È (2) quando è data 

(x). Abbiamo mostrato,” Cal. Dif. Axt. 102, che se due fun- 

zioni hanno lo stesso coefficiente differenziale rispetto ad una 

variabile esse possono differire solamente per una quantità 

| costante; quindi se U (x) è una funzione che ha 9(#) per suo — 

coefficiente differenziale rispetto ad x, allora Y. (1) + CR cui 
lean dea 


è la sola forma 
ZL ’ 


6 INTEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE. 


n 


o al più le due espressioni che asseriamo essere eguali pos- 

sono differire solamente per una costante, infatti se le dif- 

ferenziamo entrambe arriviamo allo stesso risultato, cioè, 

Gi (0) +9, (2). ‘ 
Inoltre, se c è una quantità costante ) 


| cq (0) da = e[ o(e) dx; 


o al più le due espressioni possono differire solamente per 
una costante. 


9. Integrazione immediata. 


Quando una funzione si riconosce essere il coefficiente dif- 
ferenziale di un’altra funzione conosciamo allora. l’ integrale 


o della prima. La seguente lista dà gl’integrali delle differerti 
s funzioni semplici ; 
mg VR [E ; 
fe (Er 108% A 
a ia E 
IC de= % |eh=e, e 
log, @ 


fsenzar=- cosa, feoside=sna, d 
da, da ; Da 
a tana, —--- =— cota, È 
così x =VESenzio 


È x 
=sen =. 0 
a» 


e pe * sostituzione. ” 
razione .è alle volte facil: 


‘ INDEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE. 7 
ì ° 
. che Y(a) sia la funzione di cui @(x) è il coefficiente diffe- 
18 (2) 
Li renziale, cioè sì supponga 91) A, allora 
î da 
{ [[s0a=40-40 
(Ci 
19% =U {O} - WA}. 
ìa 1 Ma per i principii del Calcolo Differenziale, 
i TOI RZ 
ariralro; 


Vv 


quindi VIf®)}-Vif)}=] elf@lfod 


Mi uesto risultato possiamo scriverlo semplicemente così 


fruite, 


purchè ci sarta cho quando il primo integrale è preso i 
a certi limiti « e db, l' vllino deve essere Rss tra i Le 
eendenti.: ded : 


deduciamo integrando i due membri, 


8 INTEGRAZIONE PER- PARTI. 


I à de : 5] de 
cima = a = (d1-2)} al y(A-23) 


Qui abbiamo trovato gl’integrali proposti sostituendo per @ 
nel modo indicato nell’ articolo precedente. Questo procedi- 
mento spesso semplificherà un integrale proposto, ma nessuna 
regola può darsi per guidare lo studente circa la migliore 
supposizione da fare; questo punto deve essere lasciato all'os- 
servazione ed alla pratica. 


12. Integrazione per parti. 


d(uv) _ dv TI 


i Dall’ equazione = x 


. 


uvi= SE +07 di; 


dv u 
CES sa 


ECTS UBI MARTE È 
di questa formola si dice « integrazione pe 


PP, 
dI INTEGRAZIONE PER PARTI. 9 


® sen aa cos4o 


a a 
x? d sen x 
Inoltre, fa cos.ax da =[È —— ds 
4 da 
î 
h 22 sen da Da 
= ——— - |— senaz da 
ì, a a é 
ì 
ì 3 __202 sen da | 2x d cosax a 
esa a da # : 
__x* songo 2x cos.aa fine 2 cos aa; 
R la n e 
i e senav 2xcosar 2 senat 
\ MCEt; a Eos 


senax de?” 
Ancora, fi (i sen ax da oc a da 


da ° 


SeNAE sor Î de? cos AL 
G 
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13. Il coefficiente differenziale di una funzione si può sem- 
pre trovare con l’uso delle regole date nel Calcolo Differen- 
ziàle, ma non è così per l'integrale di una funzione asse- 
gnata. Conosciamo, per esempio, che se m è un numero, po- 


MHA 
Hi 
sSitivo o negativo, eccetto — 1, allora fa" da = mer. ma 
À li 
quando m=—1 ciò non è vero; in questo caso abbiamo 


È ° dx E È na È 
{Faro x. Se però non avessimo previamente definito il 


termine Zogaritimo, ed investigate le proprietà dei logaritmi, 


saremmo stati inabilitati a stabilire quale funzione abbia — 


» x 


per suo coefficiente differenziale. Così possiamo trovarci limi- 
tati nel nostro potere di integrazione dal non aver dato un 
nome ad ogni funzione particolare ed investigate le sue pro- 
prietà. 


_ Per effettuare una-proposta integrazione, sarà spesso neces- 
. sario di adoperare artifizii che possono essere suggeriti sola- 
mente dalla pratica. 


da. Aggiungiamo pochi esempi diversi. 


(Es), fy@-0)ae 


CI 


SE È x? de 
Ti 2g ESS Ù 
N(@— a Her È per l'Art. 12, 
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Sì ponga y(10° + a?) =e— x; onde a?=£2— 220, 
de 2-% hi 
de è 


do 1 l: IE) 
Quindi | a =/ - i da=|=loge 


Va? + a?) 3 (0° + a?) de 
= log {a+ y(e2+a3)}: 
ia ala a) i 
Come nell'Es. (2), possiamo mostrare che il risultato è 
log {r + y(a2— a2)}. 
- @ fa +08) ar. i 
È ; È: (a + a) de =x V(a° + a?) Pe per l'Art. 12. 
Inoltre 


x e Ca ll adr SA 
female 


i quindi, per addizione, — fa 
ave a?) da=% veli stele 


TO) TL a)? 


fuertanar= (04090 Fale+ se+al 


ESEMPII DI INTEGRAZIONE. 


d n x ma 
Ponendo ® + TI il nostro integrale diviene, per (2) e (3), 


708 {2ex +b4+2yc V(a+ Dx + co?) } 
in cui ikiimo la quantità costante 7 log 2e. 

In modo simile, ponendo £= x + s possiamo far dipendere 
TE + da + ca°) de dall'Es. (4). 


da 
Ds. 2 f (a+ ba — ca) 


pi + da — ca?) “A da e) 


4c?. 


si e e per ene ; allora l'integrale F 
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\ 194 Î RR ay 
Mag) & 


Leveyg 


Ro) 
=—-sen!-, 
a x 


1 fs 
i ANO, 
d y 


istat 
vy(a— dè) a Gg 


è de 
Es. (8). IE a 
y Ponendo 23 come nell’ Es. (7), deduciamo per il risul- 


tato richiesto 
; L lo n E 
= Sax MGETDE 

da 
aa 
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1 1 
3% log(a — a) — za log (a -+ a) 


1 Tt_-@ 
=57log — . 
2a d+a 
t_ a ta cq- È 
Questo suppone positivo; se fosse negativo, 
+a TH+@ 
dovremmo scrivere 
de loo t=£ 


T_= og— . 
q- a? 2a Sata 


< i dr 
m (0: | Fat oa 


[arreda 
a+ br + cai — (42 2) RE: 
4e? 


dac — » 
e sera è negativo, otteniamo pisano con l’Es. (10), 


1 pg lor+b- Vba) 
SSD o? DZ A 


Bs. (13). 


[a da 
cos 0 


Similmente 


Es. (14). (2 


ESEMPII 


da 


cosa 


3 


= unes: 


cost de _ 
cost 


sog té T= 


a 


sen?È 


l4+seng TG 
8I= seno 5 4 2 
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dz 
Tg: 80 «= seno 


3» Der l'Es. (10), 


, 02] da i 
a+bsena' 
dr 


2. di 2 
S4 cos 5) +0 (cos°3 sen 5) 


| lò ESEMPII DI INTEGRAZIONE, 


Per trovare | 


a+bsena 
vr aa 
diviene j 


4 + Dcosg 
mo procedere così , 


si ponga x =5 +; così l'integrale 
2 
, che è stato ora trovato. O pure possia- 
i da / dx 
_ ESESESI - Cc 
a+ bsenw 
a + cos? 


+ 20 son5 cos È 9 


25) D 
a(14 tan 3 + 20 tan 5 


= se 2=tanî 
_ Jad+2) +20’ sero 


Sì ponga y=% dd, e l'integrale diviene 


2 
darei: 


IS 


] questo può essere trovato come prima, 
Le ciascuno di questi esempii, poichè abbiamo trovato l'in- 

de finito, ‘possiamo determinare immediatamente l’in 
ito tra limiti Soon. Per esempio, essendo È 


si 
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di potenze di @, e ciascun termine del prodotto di questa serie 
hg HA 3 “nbi è : ri 

per a! sarà integrabile immediatamente, Vi sono anche due 

altri casì nei quali l'integrale si può trovare immediatamente. 


Infatti si ponga a+ do” =11; 
A Re 
I 5 a - Ii de gii (È - Si i 
onde da Cer) — = —— È 
( [et ian nb D) 
» . Pas 
Quindi fa MA (a + da")! de =| Pag li (+ 2258 Pu dt. 
= Dal {P+a04 (ECO a tal 
=; 4 


Mm, È ara È 5 n È 
Se — è um intero positivo possiamo sviluppare (t—a) in 
n 


una serie finita di potenze di #, e ciascun termine del pro- 
dotto di questa serie per #?*9 sarà integrabile immediata- 
mente. 


Time 41 n 
Inoltre, fe Mat (a+ ba va da =[a (ax + Db)! de; 


e pel primo caso, se poniamo ax7"+b=", questo è integra- 
bile immediatamente sé 


LEA 
dI 
_n 


m 2 
è un intero positivo; ; vale a dire, se = n è un intero ne- 


, gutivo. 


Ù Si 
Nel primo caso, se os 0; un intero negativo l'integrale 


ebbe ancora trovarsi, come pa nel capitolo seguent 


18 ESEMPII DI INTEGRAZIONE. 
. Mm i; ANIA LE; 
Qui — =3: si prenda a+2=t?; l'integrale diviene 
n 


2 fc — adi 0 G — 2alt + a2t2) dt, 


7 ir) 243 ) 
che dà ali Sa dis 
Verggo HQ 


b 


così fata dao=2 (a+2)? et Gia 


-F+a+rl 


Bs. (2). Cl: 


i° 


22 (1 +22)? 
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; mp 
omle = Li cea I 
(1) i 
Si ponga ani L1=4#, 
a 
ide a= —— 
onde lì BZ1° 
è do _ al 
Li di 5 i 
i (= 1} 
da 
da Î di 1 (dt 1 
i ira = alata 
(a? + 22) cala 7* + 1)? di 
x . 


Tal (a + 22)” 


ESEMPII. 


} di nie alle 
Mosz3. I 
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9 | adi à Il £ Il 
urti ie = 


f ada 1 a +0 
aa 608 aa 


gl. | \(Raa-2?) du= 7" V@an-29)+5 seni_ 


(dA 


(ho) È 
1 ue Di CL 
È V(2an — 22) V(2ax — 12) + a vers 7; 


13. = logia -3+y(a°— 6r+13)]. 


Î dra 

N (a— 62 +13) 
14 cosa 
T+seng 


i) = ctanÈ. 
14 cosa i DE 


de =log(7+ senz). 


du 1 
16. Dini eg Ben @ =) Cr di K 
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p na? 
22, (at — a) do = 
| 0 SL 5 4 


pu nu? 
n G La 2\ Ù 
23. ] x (Run 2°) da =. 


Dl) Z 
\ 20 tO) 
PIA ] vers_!- do = na. 
DO) a 


7 3 aa 
Sì proceda così; si ponga vers na 03 0nd6 x=a(1- così), 


Ms 
e l'integrale diviene | «0 sen d0. 


ì do sl G 3) 
senx + cost 4/2 log A Cura 


099) da 


i Jay(a+bw+ ca). 


1 Ha > ea a 
- e questo diviene una forma conoscì! 


(221 ESEMPII DI INTEGRAZIONE. 


Pa (ci + ba)? 
- :) (+4 ba?) 


d4, | 0 V(a + ba?) da = 


85 la de 
id at/(1+0?) 


pall=% î 
BIOA j tan?" 0.00 = -J tan?"=2 0) dh) 
Mm_ 1 
gate gens 
si — +. (= Ir 0, 
ì del 2n=8 i (Fr ) 


x essendo == tan 0. 
PR 


n 
37. Mostrare che Î sen max senno de ed j cos me cos ne da 
- D 0 ps 


o DÌ è . de 
sono zero se m ed n sono inleri disuguali, ed = 9,59 


m ed n sono interi eguali. 


i T\)s  /a\)3 3 | 
38. f{os()} da=zfog(2)} -3x frost} +6v log® =67. 


coua , 0 ‘ RS ; 
= — asi i h=. 
Po) (La 5 Otand—logcosl, in cui cotit=%. 


CAPITOLO II. 
Frazioni razionali. 


16, Procediamo all'integrazione di espressioni come 


A'+ B'a+ Co? st W ‘a 
rà A+Bx+t CN 0 


i in cui A, B, ... 4', B',... sono costanti, sicchè tanto il nume- 
, ratore che il denominatore sono funzioni razionali finite di &. 
Se m è eguale ad n, o maggiore di n, possiamo con la di- 
visione ridurre la precedente alla forma di una funzione in- 
tera di x, ed.una frazione in cui il numeratore è di grado E: 
inferiore in x rispetto al denominatore. Siccome la funzione 3 
intera di x si può integrare immediatamente, possiamo limi- 
 tarci al caso di una frazione che ha il suo numeratore al- 
| io di una dimensione inferiore al suo denominatore. Per 
effettuare l'integrazione risolviamo la frazione in una serie di 
| frazioni più semplici chiamate frazioni parziali, la possibilità 
delle quali procediamo a dimostrare. — 


suoi minimi termini la 


: ® 
frazioni parziali ; 
grado, ed YU una 
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I lA 


| Per la teoria delle equazioni V deve essere il prodotto di fat- 
) tori della forma che abbiamo supposta, i fattori essendo più 
( o meno in numero, Poichè V è dell'a grado abbiamo 


1+4r+2+2s=". 
Si ponga 


de A by i, Msi: 
) VITE) - 2-b 
Cr + Visa, 
ar +02 + (> 
E,x+F, E,x4+F, E, 


att) 0 (2448) aa + 0 


in cui A, B,, B.,... €, D,E,,... sono costanti le quali, per - 
giustificare il nostro assunto, dobbiamo mostrare che possano 
determinarsi in modo da rendere il secondo membro dell’ e- 
quazione precedente identicamente eguale al primo. Se ridu- 
ciamo tutte le frazioni parziali allo stesso denominatore e le 
uniamo insieme, abbiamo V per quel denominatore comune, 
e per numeratore una funzione di x dell’(» — 1)mo srado. Se 
guagliamo i coefficienti. delle diverse potenze di # in questo 
neratore con i coefficienti corrispondenti in U, avremo n 
uazioni di primo grado per determinare le n quantità A, 
e con questi valori di A, B,, B., ... il secondo 
‘equazione precedente diviene identicamente eguale 


è decomposta in una serie di frazioni 
composta in 1 pa 


(S0] 
uv 
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di primo-grado che adoperiamo per determinare A, B,, Ba, «.. 
sono indipendenti e di accordo tra loro. 

Un metodo di maggior rigore è stato dato in un trattato 
sul Calcolo Integrale da Mr Homersham Cox, che qui indi- 
cheremo brevemente. Si supponga 7 (1) contenere il fattore 
v—-a ripetuto » volte; abbiamo, se 


Pa=0- a" Ur), 


TESINE LO) 
OVE RRSSAA TO MATTO 
i Ia) (a-@a"U(2) (a — a) U(1) (a — a)” 
) 
i Ora g(0) — di (x) svanisce quando a =@, ed è perciò 
Ù divisibile per 2— a; supponiamo il quoziente dinotato da y (1), 


Dì ‘allora 
J NC pepe AC) g(a) 1 
Fa) (@-a"'!40) da (e_a) 


Y (0) 
aa)" 'W(a)” 
e così con successive operazioni effettuata completamente la 


decomposizione di so) . In questa dimostrazione 4 può essere 
o una radice reale o una radice immaginaria dell'equazione 
F(a)=0; se a=a+0y(-1), allora @-#y(-1) sarà anche 
nna radice di F'(x)=0; dinoti d questa radice, allora se ad- — 
dizioniamo le due frazioni parziali 


ga _L_ 801 
va e—a"  d(0)(e_d)°° 


Questo procedimento può ora essere ripetuto su 
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di diversi artifizii algebrici per diminuire il lavoro della de- 
terminazione di A, B,, B,, ete. La più utile considerazione 
si è, che essendo il numeratore della frazione proposta iden- 
ticamente eguale al numeratore formato aggiungendo insieme 
le frazioni parziali, se assegniamo un valore qualunque alla 
variabile ® l'eguaglianza ancora sussiste. 


19. Determinare la frazione parziale corrispondente ad un 
fattore semplice di primo grado. i 


g (0) 
10) 
porsi, e contenga 1 (x) il fattore € —@ una volta; si ponga 
oe _ A y(0) 


Fa) salda) 


in cuì A è una costante, e Lo rappresenta la somma di 


Y(1) 


tutte le. frazioni parziali eccetto - 


Supponiamo che rappresenti una frazione da decom- 


accangogdo genna (0), à 


— , ed P(r)=(-a) Ya). È 


g(a)= AU) + (1-0) y(2) i (2). 


In (2), che vale per ogni valore di ©, si ponga q=a, allora 


gl@= 440), 


Da (1) 
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to 
Si 


Lac 


im cui 2 dinota la somma delle frazioni parziali che naseo- 


ù ( 
no ai a fattori di #°(©). Si moltiplichino ambo i membri 


dell'equazione per (2 — a)" e si ponga /(w) per Lo na)" 
così 
Ù f(@=A,+Ay(v-a)+Ay (0-0)?...+A, (-a)"-1+ di (r— a). 


Sì differenziino successivamente i due membri di questa 
la identità e si-ponga &=@ dopo la differenziazione ; allora 


mk f (a) = Ai s 
i fi (a=4, 
Il 3 f' (a) =1:24;, 


f"(a)= nai ’ 


di fra) = ha Lia 


Così A, 43, ... A, sono determinati. 


uni È 


> 21. Determinare le frazioni parziali corrispondenti ad una 
_ coppia di radici immaginarie che non è ripetuta. 


Dinoti to la frazione da decomporsi; ed a+ .y(-1) 


una coppia di radici immaginarie; allora se dinotiamo queste 
radici con a e D e procediamo come Du Arts k97 Slo = 
per le frazioni i = 


CAO) RE DO_1 
Fosa CA FO) ad Do 


Lu v (i DE ; allora poiche pic, si 


Les 
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e la loro somma è 
2A (r -—@ + 2Bg 


(w— 0)? + fp? 


22. O pure possiamo procedere così. Supponiamo che 
x— pw + q dinoti il fattore quadratico che dà origine alla 
coppia di radici immaginarie 44 N (-1); allora si prenda 

(a) _ Lo +M ,y(0) 
Fa), e -prt+q 40) 3 
sicchè Y (0) = (@*— pr+ 9) Y (2). Si moltiplichi per P(1); così 
q(a)= (Ze + IM) d (0) + (epr +9 y (0)... (E 

Ora si attribuisca ad x l’uno o l’altro dei valori che an- 

nullano a? — pr +g; allora (1) si riduce a 3 
(= (Ur + IM) Ud (M a ti()I 

Ora con la sostituzione ripetuta di pr — q per 2° nei due 
membri di (2), avremo finalmente @ a primo grado solamen- 
te, sicchè l’equazione prende la forma i 
de. Pr+ Q=Pr+@. «e; 
a sì ponga per % il suo valore a+ y(-1)esi eguaglino 
fficienti delle parti impossibili; così ce Tote 


ADZIZ A quindi anche Q=@Q". Es 
e P'e @' racchiudono | 


sono quantità note, 
id M a primo grado solamente, sicchè 
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Ora si attribuisca ad è l’uno o l’altro dei valori che an 
nullano a° — pr + g; così l'equazione si riduce a 
o(e)= (Z.0e + IL) LV(x). 
4 i r) 4 
Sì proceda come nell’Art. 22, e così si trovano ZL, ed IM. 
Allora da (1) con la trasposizione abbiamo 
(0) — (Ze +15) VU) = (Zar + M,_) (0° - pr +) YU + 


Il secondo membro ha 22 — pv +g per fattore di ciascun 
termine; quindi siccome i due membri sono identici possiamo 
dividere per questo fattore. Dinoti %, (x) il quoziente ottenuto 
a sinistra; allora 


ox (0)=(Z,_ +3) Y()+ (Lg d+M;_3) (0°-pr+9) VU) 
ESODO + (0°-pPr +) y(0) (2). 


Da (2) troviamo Z,_, ed M,_, come sopra; allora con la 
trasposizione e la divisione 
09 (0)=(L,_3 0+2,_3) Y (0)+(Zr_g0+M,_3) (prt9)V (@) +... 
e così di seguito finchè tutte le quantità siano determinate. 
oo — do —-2 


24. Prendiamo per esempio . Si ponga 


eguale ad 
L,c 4 II, Lc + II, Yo 

Fa +1 (a+o +1 (+1? 
allora. 2°" 3x—2=(ZLe+M)(@+1) 
+ (Lr +4) (++ 1)(+1°+ (2 47+1*Y (0)... (1). 
Si supponga 92 +0+1= 0; così l'equazione si riduce ad 

° a2-30-2=(ZLe+M)(c+1) 
= (Zoo + My) (02 +20x+1), 


Si ponga -x—1 per 22; così 
-4r-3=(Le+Mh)a=La*+ Mo 
È . = La(0+1)+ Mo; 


i 
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onde -4=-L,4M,.e -8=-L; 
così Io=0% ed M=-1. 


Da (1) con la trasposizione 


e -8r-2-(3r-1)(r +1) 
= (Zi0 411) (024+%0+1) (0+1)?+(a2+0+1)?y (2) 


Il primo membro è — 305 — 49? — 4r—1; si divida per 
e ++ 1; così 


— (90+1)=(Z,0+M,)(0+1)?+(7+24+1)Y (0) uu 
Di nuovo, si supponga €2+r+1=0; così 
— 30 -1=(Z0+M)(2+2x+1)=(Za+M)x 
=-L,(c+1)+Ma; 
I -LX4M, o 1=-K; 
dora ed M=- 


tal modo le frazioni parziali corrispondenti al fattore 
atico sono trovate. Le frazioni parziali corrispondenti al 
+1)? poss ind trovarsi con l’ Li 20. O pure 
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Sì prenda LIRA IL 


* onde . 950 -29=A4(r-2)+B(e-1). 


Si ponga ® successivamente eguale ad 1 e a 2; allora 
85-29=-4, o A=-—-6, 
VEST «BI (ot Bi Ae 
a ; x +1 6 41 


ia i 


onde |. ORC 6log(c—1)+41log(r—-2) 
9x2 + 9x— 128 
x — b5a2 +85+9. 
Poichè x — 50° +3r+9=(r—-3)° (c+1), prendiamo 
Ra A B, Bse 
3a? + 3249 pali 7-3) 


Sì cerca l'integrale di 


Si ponga 5=3 ed a —1 successivamente, e troviamo 
3 Bi=-5, A=-8. 
oltre” ogua liando i a coefficienti di 25 abbiamo 
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onde D41={A,+4, (c-1)+A; (0-1)? +4, (c— 
+{B(e°-x+1)+(Cx+D)(c+1)}(0-1)' 
Si ponga = 1, allora 
onde 
Da (1) e (2) abbiamo con la sottrazione, 
CITA, (0°-1)4+{A,+Ay (0-1) +A,(0-1)?} (c-1)(08+1) 
+{B(e2—x+1)+(Cx+D)(0+1) } (c-1)*. 
Si divida per x-1, allora 
IH1=4, (0°+7+1)+{A,+Ay(0-1)+4, (@—1)?} (0941) 
+{B(?-x+1)+(Cx+D)(c+1)}(e—1)? ........ (3). 


Si ponga c=1, allora BEATA, ina (4); 
S 1 
onde Z4=S o 
Da (3) e (4), con la sottrazione, 
Uhr) 4, (C1)+[Ay+A4, (0-1) } (&-1)(294+1) 
_+{B(e?-x+1)+(Cx+D) GEL) } EDI 


rida per c- 1 allora 


pi] 


Al; 
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Sì ponga x = 1, allora 0= A, + BA, +94; + 2A; ..... (8); 


onde P.| 


Da (7) ed (8), con la sottrazione, 
O=A,(€e-UV+tA;(e°+x- 2)+A4,j(03—1) 
+{B(a°-x+1)+(Cc+D)(c+1)} (2-1). 


Si divida per x—1, allora 


O0=A,+A3(c+2) + Ay(e®+x+1) 


+B(e°-r+1)+(Cr+D)(r+1)....... (9). 
Sì ponga x=— 1, allora 
O=A,+A3; +4, +8B..... (10); 
5 al 
onde BE zi ° 


Da (9) e (10), con la sottrazione, 
O=A;(cr +1) + A,(0*+2)+B(a2-x—2)+(Cr+D)(v+1). 
Si divida per x +1, allora 


O0=A;+A4A,€+B-2)+Cr+D....... (11). 
Si ponga x=0, allora 
As—-2B4+D=0-.,0ii (12); 
onde D=3 5 
Da (11) e (12), con la sottrazione, 
A +.B4 0=0 î 
2 
onde C=- 3) 


è x241 si 1 : il 


onde ini) @D Zali ie-Di 
i È B "È GIA È dot > 
+3 tar seni)! ; 
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onde la 


RI eni 
((0°41) = 3(0=1)" 4(0-1)' 4(0-1) 


2) 1 La log( b=tha@ 1 
+8 0g (a- cri og(1+1) 3198 (e -t+1). 


26. Daremo come esempii addizionali l'integrazione di 
mai Pila 8 
® » . . s|'_* . 
, supponendo m ed » interi positivi, ed m — 1 minore 


mea 
qa-1 


Per la teoria delle equazioni le radici reali di x? —- 1=0 
sono 1 e — 1, e le radici immaginarie sono date dall’ espres- 


Sì cerca l'integrale di , n essendo supposto pari. 


sione Cosr0 + N (- 1) senr0, in cui ==, ed r prende suc- 


 cessivamente i valori 2,4,... sino ad n— 2. Ora per l'Art. 19 


ola) 


se FA) è la frazione da decomporsi, la frazione parziale cor- 
rispondente alla radice 4 è sa = z > 


CSA 


. Nel caso attuale + 


co 
î 
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N) qui 1 (— 1) 
Così +; = : di 
fa el n(o-1) n@+1) 
Ù 2 ycosmr0 (2 — cosr0) — senmr0 seny0 
Ni » (@ — cos r0)? + sen* 70 i 
:| in cuì Y indica una somma da formarsi dando ad r tutt'i va- 
DA lorì interi pari da 2 ad »—2 inclusivamente. Quindi 
qanor da 1 de, il m 
È feta log@e=1n+l ) log (x +1) 
tra Sul n n 
n î % Life _jL—-cosr0) 
+= Zcos mr) log(e?—2rc08r0+1) — = Ysenmr0tan tt! 
yo n ; n sen r0 
Ta y cam 
27. Si cerca l'integrale di &-—, n essendo supposto di- 


a"_-1 


sparì. 
La radice reale di x2 - 1=0.è 1, e le radici immaginarie 


sono date dall'espressione cosr0 + y(-1)senr0, in cui o, 


o 
_ ed 7 prende successivamente i valori 2, 4, ... sino ad n— 1. 
Quindi come sopra troveremo 
+ 


aida 1 1 OR n 
1, log (x —1) Ta ® cosmr0 log (x? — 2x cosr0 + 1) 


T — cosrì 
E 


2 
— -X senmr0 tan! 
n senrd 


UTESSI 
Si cerca l'integrale di “i n essendo supposto pari. 


ione 22 + 1=0 non ha ora radici reali; le radio 
ono date dall’ sapmegrione cos70 È is 1) senr0 
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Quindi 
o" da 1 
JE =—= X cosmr0 log(x° — 27 cosr0 + 1) 
041 n 
tr — cosrì 


9 
+ £ X senmr0 tan"! =, 
P DI) senrl) 


în cuì X indica wna somma da formarsi dando ad r tutti va- 
lorì interi dispari da 1 ad n—1 inclusivamente. 


MI 
29. Si cerca l’integrale di i n essendo supposto di- 


sparì. 
La radice reale di 2"+1=0 è in questo caso —1, e le radici 


‘immaginarie sono date dall'espressione cos r0 + y/(— 1) seny0, 
n i T È : - 
in cui USA ed » prende successivamente i valori 1,3, ...... 


sino ad n- 2. Quindi otterremo 


Cedo 
[Ea og 
— cosrò 


senr0 


log (a°—2x cos 104142 Esen mritanz! È 


ESEMPII. YA 


Ù la 1 cio 41 1 dn 
clamtosli Ce ar 
(+1) (4041) 3 06 ga tl 


pegno 6 °c4+l' 3g [2 
Un 
I x 1 a 1, a-g+1 
tati 73 E atoti 
Mi i sin 2 
pag rtl sù 
brio 
i 1 O cdi 
Jai. 10. 3 gi 59 31080 +glogle 2) log(r+1). 
Vito." 


T+D 


da usa: LÌ 
ee leg sea sei a)” 


da 


SS 1 T(+r+a2+3%) 


1 
=loga—3log(1 + 2) — 10g(1'+2°) ; 


da 
18. aio -1(e+1?" 4-1) 


I 1 
= lana = 
+ pian T Gi) 


i SA 
+ @+ 1 
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ride 1 1 
PI a rali # 
E +1) gog + 1) 
1 
ea, il mi Aa 1 (2. 3 ; 
fe + vi 


k ni mf. Si prenda 1—y*=y8 28. 


ZI 
A+) V(1+3r+ 32%) 


% 
WS prenda gi = === 
* l+%2 


)(39 Y 


i 
Mi 
" 
CAPITOLO III. 
j 
N Formole di riduzione. 


30. Sia a + de" dinotato con X; per mezzo dell’integra- 
zione per parti abbiamo 


hi "pm m 
fat DL e e LAS SD 
m da 
_XKPa" bnp 


= DAL [gren DZ anca (ADE > 
m m 


L'equazione (1) si chiama una formola di riduzione; per 
mezzo di essa si fa dipendere l'integrale di 2"! XP da quello 
di 2'42-1 XP, Nello stesso modo l'ultimo integrale si può — 
endere da quello di x'+?"-1XP=2; e così, se p è un. 
ro possiamo procedere sino a che si arrivi ad g#+"P1X:-P, 
è +27! che è integrabile immediatamente. TE 


ion XP dr = = 
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L'ultimo integrale è stato già determinato, e così la pro- 
x . se na I 
posta integrazione è effettuata. 


Poichè j UA XD da zi pU1 XP (a+ ba") de 


= af NUAXP A dg 4 of aMtn4 DTA 
abbiamo da (1) 


GUN ba 
dp [, 


m o” ae=a aMAXPA x pifamn erre ; 


onde fancixnraa= I — PE ne) (enni XA dr. 
am am 
Si muti p in p+1, ed abbiamo 


XP D(m+ 


Î UA XP dr = 


am a 


x 


O o. 3 
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81. Allorchè sì propone un ose mpio al quale è applicabile 
una delle formole precedenti, possiamo o adoperare quella for- 
mola particolare o pure ottenere il risultato richiesto indi- 


ULI 1a 
pendentemente, Così, supponiamo si cerchi | ai ; ab- 
N(c° — 22) 
Ù biamo 
I e se, DI sf d NI (e — d), UA da 
al(e° — 02) da 
% =- yet 4 (m_ 1) fate Je - 09) de 
È (cè — a?) "72 dr 
i =—- wN(e-22)a"14(m-1 a 
E i 


Con la trasposizione, 


I 


(1+4m_ [Tala NEMI Me [TE a = 
pis N (e NIGER) 
onde È 
È 0 dETEORAROA |: R 
SE, NE) mo Mm N(e— a?)  ( ). 
si Questo risultato si accorda con l'equazione (4) delli articolo 
precedente se facciamo a=c2, b=-1, n=2,p=—i,e mu- 


tiamo m in m+1. 


3 È x da 6 
È. Inoltre, supponiamo sì cerchi ELNICET) Abbiamo 


_fay@+®) al di Li 
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e mutando mm in m—2 otteniamo 
Il da È. (a + 2?) m-2 da 
0" (a+?) (m_-1) aa” i "2 /(a2+22) 
BEUCOLILCO (2). 


Un altro esempio è fornito da fa , il quale si può 
ai de a 
scrivere 5)! se nell'equazione (4) dell'articolo prece- 


VRa-r) 


dente facciamo Mel; n=1,p=-3, e mutiamo 4 ed m 


(Qar— * 


în 2a ed m+1 rispettivamente, abbiamo 


; edo 2 a /(2ar-22) re denl (2 gut da 
Nana?) © m N@ax-2?) 


di Nell’equazione (6) dell'Art. 30 si ponga a=c2, m=1, 
OA e p==rT; così 


LA 2r- 
+ 


e ; 
201) (+1 2-1) cenilene A+ * 
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383. Queste formole di riduzione sono molto utili quando 


l'integrale deve essere preso tra certi limiti. Si suppongano 
© (1), y (2), V (2), funzioni di #, tali che 


fede=1 + pae, 


b 
allora ] o(a)de=y(0)--y(a) + U(a) de, 
a (13 


come è ovvio per l'Art. 8. 


Per esempio, si può mostrare che 


2(-29î 
sr *— 


n 
i (e - 23? de = all (e — Pon ax; O 


n 


| sì supponga 5 una quantità positiva, allora #(c° — 2°)? sva- 


nisce per x=0 e per x=c. Quindi 


e D 2 n_; ; 
= fearaz zi [ema "dr. 


n seguente è un esempio» analogo. Con l'integrazione per 
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funzione di senz e cos; allora se poniamo senx=z ab- 
biamo 


fe (sena, cos x) da =fota N(1-2z3)} 
È de 
fan cicvesiite + /(08 
Per esempio, sia © (senz, cosa) = sen”x cos”x; allora 


41) 


fsonra cos” eda =[3"( BEL deviati) 


Se "a sei formole dell'Art. 30 poniamo a=1, d=-1, 
mie, p= 1 (g— 1), abbiamo 


3 . fer de: CEI 


7) Cori 
LAI — 32)? = 2 (sn dl ES) da 
3 Mm Mm . 


=; 2g 
* 3 z È f sal 2)? mi da 
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“ | 
35. Il caso seguente è molto importante : | 

"doosa | 

[son ade=- | — son"! a do | 

J do | 

( =— cosr sen" x + (n= 1) [cost € sen" de | 
A il 

Ni | 


= — 0089 sen"! 0 + (n »fa — sen? 2) sen"=2rd. I 


Trasponendo, abbiamo 


<q n f sen” de = — coso sen” 17 + (n — 1) fsen=2 de li | 
S Re 
ì 
< n_1 | 
cosrsen"o n_—-1 3) 
onde I sen“r do = 3 + ; sen®72+ dx. 
[ n | 
_. Dall'ultima equazione deduciamo + 
ti CI D 


n 
D} 2 
n_-1 i) 
J sen"x do = f sen"-2 x dr. 
0 Nn 0 


PAL 1 
Rolo 


Similmento — ] 
Cd 3 


LI 
i 
n_27 n= 3(* n—-4 
sen""2e de = sen"757 dr. ” 
n- 210 


Procedendo così, se n» è un intero parì arriveremo ad 


4 
cat 


1 Jon È SIATE : 
gr; sen è un intero dispari arriveremo ad senz de, 
J Si SE 


dx 0 
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Si supponga » pari; allora 


n-1ln—-38 
seno da =— - . 
n 


9 
d 


g E 
LÌ e) n-2n-4n-6 
sen-'g.do= . Sa 
n-ln-3 n—-5 


LI 
sar 2 


Ora è chiaro che I) = n sen"72g de 


TAL 


e maggiore di I sen“x dx; poichè ciascun elemento del pri- 
0 


mo integrale è minore del corrispondente elemento del secondo. 
integrale e maggiore del corrispondente elemento del terzo 


_ integrale. Ed è stato mostrato che 
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R 

m-1 (9 i 

c am < x 9 x (dAT — T°)° 
2 fa” y(Q2aa — 2°) dae s) 


mA 2 


1(2m + 1) 
Val 


fa 1V/(2ar— 2?) da. 


m + 2 


mr. : ] a x 
I 8. fe V(2ar — 0°) de = — 3 (Qao — 2°)? + al V(Qur— 2°) do. 
i ha 
4. ‘A COEN, (Ran — ar) de =", 
Ì 
G LI egerz 
S d. fer (ar — 2°) de = jar 12)? + 2a VQar-22)dx. 
à 
( EI ai 4 
6. ih a (2av — 2°) da = nu È 
2a 5 
r. fa: 23 (2ax — 28) TÈ, 


#1 (log n)" 
n+1 = 


(cal 


; 3 2" (loga)" de = 2" (log o)" 147, 


2 
o" (logo)? da = 2 {(log Di me di dol. 
È i: 


10. f, sett d0= 3 5 


Palieza) 9) tr -j 
Sera du È 


1-0 È ESEMPII. 


+4® 


ii 
15. I (cos 20)° così d0 = 
nt 


ri 


Ir (2) 
Ne 


4 
Si prenda (2) sen0= sen 9. 


16. I° V@- 23) 00871" da = (14 DE 8 


NU o (versi i da=(72— 4), 


tr 


5 2" senta de 2-1 2-c 
1 = il pos: 
3 if, I1+ccosg 03 Relcot 22 


19. Se 9(n)= f (1'+ ec cosa)” da, mostrare che 


m—-1)(1- c*)o(n)=—csenz(1+c cosa)! 
: o de 


"Vea 29) versat 2 de = 


)(49 )( 


CAPITOLO IV. 
Osservazioni diverse. 


87. Nel principio di questo libro abbiamo definito l'inte- 
grale di 9(0) tra limiti assegnati 4 e d come il limite di una 
Sa somma Z9 (x) Ax, ed abbiamo dinotato questo limite con 


9(0) de. Abbiamo mostrato che questo limite si conosce ap- 
(11 


pena conosciamo la funzione Y (x) di cui 0(w) è il coefficiente 
differenziale. Nelle pagine immediatamente seguenti demmo 
dei metodi per trovare (x) in diversi casi. Aggiungeremo 
ora varie osservazioni e proposizioni, alcune delle quali ri- 
chiameranno l'attenzione dello studente sul procedimento di 
sommazione che ponemmo alla base del soggetto. 


no trovare il limite quando » è infinito di 


a+sen (041) +sen {a+(n-1)% pisa È 
è ba tia 4 a = 


ERVAZIONI DIVER 
quindi il richiesto integrale è 


b+a be 
2 sen 3 sen 2 = c034 — cos. 


99. Si cerca il limite quando n diviene infinito della serie 


n n n 


on + 


Questa serie può essere scritta 


1 


_ c.,... |] —————€ 
2 = 
N n 


il 
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Il limite deve perciò essere eguale a (b—@) 0, in cui € 

è una certa quantità compresa tra A e B; ma poichè 9 (9) 

sì suppone continua, essa deve, mentre # passa da 4 a d 1 

passare per ogni valore compreso tra A e B, e deve quindi 

ì essere eguale a C quando # ha un certo valore tra 4 e d. 

hi Adunque C=@{a+0(0—a)}, in cui 0 è una certa frazione 
propria, cd 


» 
[/F@a=0-4g}0400-0 to 


Similmente se Y (x) ritiene lo stesso segno mentre x giace 
| tra a e d, possiamo dimostrare che 


[era] - fp 


41. La verità dell'equazione 


Î © (©) da=/. © (2) mele (idea) 


apparirà immediatamente ; infatti si supponga essere Y() l’in- 
tegrale di @(), allora abbiamo a sinistra 


= 40) -4), 
eda dritta 
= VA -P(AM+ 40) - 40. 


n simil modo l’ equazione 
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(Li a 
Evidentemente | (=) dz =[ o(1)do, ossendo indifferente u- 


o Lo ° 
sare il simbolo x o pure 2 nell'ottenere un risultato che non 
deve racchiudere # 0 z. 


Abbiamo da (1) 


20 ‘a 20 
f o (1) da = I 0 (2) de + I 9 (0) da. 
0 0 (11 


Il setondo integrale, cangiando x in 2a —2', si troverà 
eguale ad 


Î Q(Qa—-x')da' 0 I g(24- 2) da. 
Ù Ù 
Quindi 

20 ‘a 

Ie g@de=[, {[o(2)+9(2a—-2)} de. 


Quindi, se 0 (x) =9(24—) per tutt'i valori di compresi — 
- tra 0 ed a, abbiamo 


a g(0) de = 2f7 9 (0) de. 
so 9 (CE -®=—-@(x), abbiamo 


Sh spia o. UO 


Wi. (4) ’ 
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così ì termini positivi della serie eguagliano i termini nega- 
tivi e lasciano zero per risultato, : Il 
A 


Nello stesso modo la verità di | sen? 0 di = 2 "sen? 040 
J0 0 


seguo immediatamente dalla definizione dell’integrazione, e 
dal fatto che il seno di un angolo è eguale al seno del suo 
supplemento, | 


pn 


43. Sì supponga d maggiore di @ e %(x) sempre positiva 
tra i limiti @ e è di x; allora ogni termine nella serie Y9 (2) Ax 


d 
è positivo, e quindi il limite | © (®) da deve essere una quan- 
è DA U 
tilà positiva. 


44. Tutto ciò che si è stabilito suppone che la funzione da 
integrarsi siù sempre finita tra i limiti dell’integrazione; poi- 
«chè bisogna rammentarsi che questa condizione fu introdotta 
espressamente nella proposizione fondamentale, Art. 2. Se 
quindi la funzione da integrarsi diviene infinita tra i limiti 
—_dell’integrazione, le regole dell’integrazione non possono ap- 
| Dlicarsi; al meno il caso deve essere specialmente esaminato. 
s seed ” i 3 

45. Si consideri Î 3 ne) a - Di il valore di questo integrale 
è 2—2,(1-a). Qui la funzione da integrarsi diviene infi- 
Rita quando x=1; ma l’espressione 2—2 /(1—a) è finita 
| quando a=1. Quindi in questo caso possiamo scrivere 
da 
0 y/(1 = %) a da 
ne della seguente proposizione: « Î es è sempre fi- 


=2, purchè riguardiamo ciò come un’ abbrevia- 


u 


‘una quantità minore dell’unità, e prendendo @ 
ossima all'unità, possiamo far differire il 
e tanto poco quanto ci piace da 2.» 


eg il valore di questo into: 
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nitamente a misura che 4 si avvicina all'unità, e prendendo 
@ sufficientemente prossima all'unità possiamo rendere l'inte- 
grale maggiore di ogni quantità assegnata. » 


IN ee , seu 
Da qui l'integrale è mr 
Se senza osservare che la funzione da integrarsi diviene in- 
finita quando #= 1, proponiamo di trovare il valore dell’in- 
tegrale tra i limiti 0 e 2, otteniamo —1—1, cioè — 2. Ma 
ciò è falso evidentemente, poichè in questo caso ogni ter- 
mine della serie indicata da 9 (x) Ar è positivo, e quindi 


To 
47. In fine consideriamo E 


1 
il limite non può essere negativo, In tatti | - C. ed 
o clessnia 


| TESE sono entrambi infiniti. Quest’esempio mostra che 
= Naz à 


le regole ordinarie per integrare tra limiti assegnati non pos- 
| sono essere adoperate quando la funzione da integrarsi diviene 
infinita tra questi limiti. 2 


48. Nella investigazione fondamentale nell’ Art. 2, del va- È 
ore dif @ (2) da, i limiti @ e d sono supposti finiti al pari 
Ila funzione ‘9 (@). Ma spesso troveremo conveniente di sup dl 

uno o ambedue i limiti infiniti, come indicheremo or 


- E @ a 
tan'x. Quindi i = 
3 i ol 


iene @, tanto maggiorm 
ee = > ui 
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ii 
ui 49, Supponiamo la funzione @ (a) diventare infinita una s074 
volta tra i limiti @ è d, propriamente, quando =. Allora 
mon peossiamo applicare lo regole ordinarie dell’integrazione 


JR 

Na nf (0) da; ma possiamo applicare queste regole ad 

UN \ po—p. 

Ù [souif. ne 

La x © (2) de + NE © (0) dr : 


] ì: £ 
tx per ogni valore assegnato a y. comunque piccolo. Il limite del- 
"rg l’ultima espressione quando p. diminuisce indefinitamente è 


" 
detto da Cauchy il valore principale dell’ integrale [ Q(2)de. 
(Li 


Per esempio, sia % (4) =ziu; 


allora 
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minato numero intero, allora corrispondente al valore 4 = 4% 


dobbiamo prendere 0 = (4n — 1), +7; ciò si renderà chiaro 


osservando» che a deve variare da —@ a +, in modo da 
crescere continuamente e passare solamente una volta per il 
‘valore zero. 


(Li ; 
Quindi I sa 


za y (a —a?) e 


a Siccome questo punto presenta spesso difficoltà ai princi- 
pianti considereremo un altro esempio. 


sec? 0 d0 
a? + tan? 0 


n 
Supponiamo si cerchi Î 


Si; e sec? 0d0 Sy a. al Ji 


a+ a+ tanz0 — 


e siccome l'integrale deve essere preso tra i limiti 0 e t, 


dobbiamo determinare i valori di tan! 3) in questi casi. : : 


supponga. 0, 0,, 0,, 0, ...... 0, ©, essere una serie di 
quantità in ordine di ca Li la natura dell’integra- | 


Ì sr a s dritta può rendersi tanto pic 
piace. crescendo n e facendo che due quanti 
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a (m 41) per il valore quando 0=%;% così il valore dell’in- 

Dì tegrale tra ì limiti assognati è RE 

di a 

tn Un errore comune ai principianti si è di prendere il se- 
condo valore eguale al primo, invece di faro cho il secondo 
valore superi il primo di x; così il valore dell’integrale pro- © + 
posto sì rende zero, il che contraddice all’ Art. 43. 


T (a— c così) dd 


LI Inoltre, supponiamo si richieda _———— . 
0a? + c® — Zac così) 


Î (a— e così) d0 1 fi a e l% 


a+ —2ac così 2a) | a+ c* — Que così) ) 


5 TA e SAT dI 
Sa l’integrale eo È on + ila È 
[ do "| 
. A 
da a+ e? — 2ac così E È 
1 x 
Die ° ncs$ 
i RE © ati 
= Rea tan 0 tan 9 00)E 
(a-c)?+(a+c)? tan? 30 Gi ? : È 


Quando questo risultato si prende tra ì limiti assegnati si ha - 
5 3 cio e : 
E se a è maggiore di c, e. “i 


i il valore d 


DISSE 


Ts = 
= "8604 è 
@ 
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n 
x 2Y = f (log sen + log cos n) de 
? Ù 


sj log (sen@ cos a) de 
0 


sofa 


sen 2x 


TAI 
Mita: - =[; log 3 de 


Full 


: Sì {log sen2x — log 2} dx 


HeS 


DI 
log sen 2x de — 5 Tlog2. 


Ma ponendo 2x= 2’, abbiamo 


- . n 


log sen2x de =; hi log sena' da' 


Li 
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Las tlog (1-4 : 
Sia richiesto f 8( 3 È de. Si ponga 4 = tany, e.) inte- 
o 1+a? : 


n 
LI 
grale divieno iù log (1 + tany) dy; ma per l'equazione (3) del- 
l'Art. 41 
x Li 
Ù osi UNÌ 
A log (1 + tany) dy = A log iù +tan(3—y jW 


T mele 2 
EMI =1 ene 
SR iù (i; D) Lay T+tany 1+tany ® 


n 
Di 
quindi 2f: log (1 + tan y) dy =j log 2; $ 
3 i log (1+%.. n 2 È 
3 onde s ih “api 44 Sg log 2. 2 


Si vegga Cambridge Mathematical Journal, Vol. ur. p. 168, 


Tl resto dopo n +1 termini dello sviluppo di g(a+%) è F 


le potenze di 7, si può esprimere con ‘un integrale 
definito. Infatti sia 


=g(c- dia gupre (Cini c+fre 
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Ponendo a + invece di x e trasponendo, verrà 


n 


dr latta aa ipo 
GARA AN A+? CO oil (a) 


ot (a 4 h- 3) de. 
tah.* 


Così l'eccesso di @ (a +7) sulla somma dei primi n+ 1 ter- 
‘mini del suo sviluppo col l'eorema di Taylor è espresso dal- 
l'integrale definito i 


+. h : 
ci oi (a+ h—-e) de. È 
è 0 ì 


Per mezzo del primo Giciliato nell’Art. 40, possiamo porre. 
per questo integrale, definito 


n IA 
È ira po) e 


cui 0 è una frazione propria. 
mezzo del secondo risultato nell’Art. 40, possiamo pc 


! 
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i) Î 72 
n Così I g(2)de=%x0 (2) 1.3 t' (2) Pre B og! ERE O 
(G 1)° al n (S 1) f CC DATPE I 
an; [n I (0) Ta j ro" (7) dr. | 
Quindi , | 
Min, [a | 
INI F o(de=a% (a) — g' (a) +5? I pata | 


_ IYVA ggfti 1} ci 
= ) at du fingo (©) da. È 


Questa serie a dritta è chiamata la serie di Bernoulli. In 
alcuni casì questo procedimento può essere utile per ottenere 


(2) dx; per esempio, se @(x) è una funzione algebrica 
razionale dell’ (n—1)mo grado, ©” (2) è zero; e può jaccadere 
e fe o" (2) dx sia più facile a trovarsi di | @(2) de. O an- * 


| sì può richiedere solamente un valore approssimato di 


(Ci 
e l'integrale I x" e" (x) dx potrebbe essere sufficien- 
je piccolo da potersi trascurare. 3 
. Adottando diversi metodi per integrare una funzione 


amo alle volte giungere a risultati apparentemente di 
Ma sappiamo de Di Art, 102) che due funzioni 
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Se integriamo per parti in altro modo, possiamo ‘ottenere 


(a'n+ 0)? (av + 0) 
2a' 


Quindi 
(an+ db) | 3a (a'r+0')— a' (ax +b)} 
64? 


= (a'n +0)? {3a (ar +0) — a(a'r+0')} 


6a? 


possono differire solamente per una costante, Quindi molti- 
plicando per 6a? a’? abbiamo 
a? (an + Db) } 3a (a'r +3) a' (ar +0)} 

; -— a? (a'v +0)? {34 (ar +0) -a(v'r+0V)}= 0, 


in cui € è una costante. Ciò può verificarsi con la comune 
riduzione. [Possiamo facilmente determinare il valore di €; 
infatti siccome esso è indipendente da % possiamo supporre 


conseguenza il valore di C. 


n 


a 
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LI 
i. Allora possiamo richiedere la funzione di cui Y (x) è il coef- 
 ficiente differenziale, la quale dinotiamo con |Y(x)dx, 0 con 


[fr de da, e così di seguito. Per esempio, l'integrale di 


ll DA ehe die +€,, in cui C, è una costante; l'integrale di 
È questo è 

i Ga Re 

l'integrale di questo è 


ei, 


3 eo oekà, 


! essendo ancora una costante può dinotarsi per sem- 


n <C 

în cui > 

‘plicità con B se ci piace. Procedendo così troveremmo per 
sultato “eni e? successivamente n volte. 


Gi PA a tpA02+ FA IT+ Ax 
ATRZEE o SA sono costanti. 


cile di esprimere un Integrale ripetuto per mezzo di 
semplici. Infatti sia v una funzione di @; sia 


= |uda; sia uo fd; 


(N 
| Gi OSSERVAZIONI DIVERSE. 


La formola generale è 


n(n—_ Das 
[ina = a fudo = nat [nudo + Sn -g" » [etudo- «teli 


d 


nn—- 1)... (n-r+1) o 


le 


ad (1 — fotuda +. 


ee De fa ud; 


La verità di questa formola può stabilirsi facilmente per 
induzione; infatti se differenziamo i due membri otteniamo 
una formola simile con n—1 in luogo di #. i 


ESEMPII DIVERSI. 


3 da __ dra i 
SÉ uu a Ì Si 20). d 
ee Dia 0- .- (Si ponga #=@ sen? 0) i : 


ada 
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i 
; 9. Trovare*il limite quando » è infinito di 
i 1 i li % 1 | 
Mate 1)» ya 29) Vine (n= 1 


Risultato, 


BOI 7 


10, Trovare il limite-quando » è infinito di 


1\? D 
E (a Di " )) +_...a 2 termini 
2n 2n 2n 
l DI Ù SSN 3\ A MER: 
G +5 + (5 + dr (5 nicy: Da n) + a. ad n tento , 
i 1 
Me - RISUMALO. a, 


= a) 

n» 

11. Trovare il limite quando » è infinito di a . 
Risultato» a (sk prenda il logaritmo-dell’espressione). 


A a 
. Mostrare. che I a log tana da =0 
| n 
> UR : 
Mostrare che fi senx log senx de =log2— 1. 


LS fa) è positiva e. finita da x=@a ad c=a+e, mo E” 


are come. si possa trovare il limite di. 
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N Doe. 
15, Il valore dell’integrale definito | log (1 + ncos? 0) 40 pud 
o 19 


‘ trovarsi per qualunque valore positivo dato ad » per 
mezzo della formola 


n 


4 d 
f log (1-+nc0s?0) di=-; 7008 {(14m) (tn) tag. al 
in cuì n, n RIE ,ee,.. Sono quantità legate dall’equa- 
zione 
aghe 
TA 


Mostrare che 


ce 
e cos (UX — 
Sue) + una costante ; 


Ù e cosar da = 
(a? n 2) } S 


ni tan.® sà, Quindi mostrare che se e°° cos ax s' 
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CAPITOLO V. 
Doppia integrazione. 


. Dinoti © (x) una funzione di x; allora abbiamo veduto 
che l'integrale di 0(x) è una quantità tale che lg (2). 
da 


L’integrale si può anche riguardare come il limite di una 
certa somma’ (si veggano gli Art. 2-6), e da ciò è derivato 


il simbolo IÈ (1) dx col quale si dinota l'integrale. Procedia- 
mo ora ad estendere questi concetti dell'integrale ai casi in 
cuì si hanno più variabili indipendenti. ? 

17. Supponiamo ‘che si debba trovare il valore di « che 


soddisfi all’equazione OA = (2, DA in cui 9 (v;y) è una 


4 — funzione delle variabili ‘odi di ediy. Li equazione IR 
3 ere seritta . î 


d Ò 
di "9 DE 


ii N 
| | Il 8 ì DOPPIA INTEGRAZIONE. _ 
RO | 
| i 


‘i Quindi w deve essete una funzione tale che se la differenzia 
mo rispetto ad a, considerando y costante, il risultato sarà la 


funzione dinotata da IL (©, 4) dy. Adunque 


“ alii (1,9) dy Î da. 


, Il metodo per trovare w si-può descrivere dicendo che pri- 
7 ma s'integra 9 (4,7) rispetto ad y, e poi s'integra il risal- 
tato rispetto ad e. 


ì _ La precedente espressione di w-si può scrivere più concisa- 
, mente così, . 


. 


EC y) dy da o O) Jfe (a, y) dx dy. 


Su questo punto della notazione gli scrittori non sono del tutto 
uniformi; in questa opera adotteremo l’ultima forma, cioè, — 
dei due simboli dr e'dy porremo dy a dritta, allorchè consi- 
deriamo l'integrazione rispetto ad y eseguita prima dell’inte- 
grazione rispetto ad x, 0 viceversa. 


— 58. Potremmo trovare « integrando prima rispetto ad € 


poi rispetto ad*%/; questo procedimènto sarebbe indicato 


Tora 
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s dw _* È 
Ora da un'equazione — = 0 deduciamo che w deve essere 
(d0 


una costante, cioè, deve essere una costante in quanto si ri- 
ferisce ad 4; in altri termini, w non può essere una funzione 
di e, ma può essere una. funzione di ogni altra variabile che 
occorre nella questione che si considera. 


1 (Adv i D) 

Così dall’equazione È €) _ 0 deduciamo che © non può 

l I 
da \dy/ dy 


essere una funzione di x, ma può essere una funzione arbi- 
traria di y. Sicchè possiamo porre 


ci D) 


=f(9). 
Integrando deduciamo 
v .l (4) dy + costante. 


Qui lu costante, come la chiamiamo, non deve contenere 
Y, ma può contenero x; la possiamo dinotare con y (w). Ed 


i 4 dy lo dinoteremo con Y(y); così finalmente 
v=Y(Y)+y (2) 
Adunque due valori di « che sodisfano all’ equazione 


dl 2 . 
Ca = (1, y) possono differire solamente per la somma di. 


Mostreremo ora il legame tra la doppia 
RO Sia 9(0 y) una funzione dI x edy, 
finchè © è 
TICA 
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Proponiamoci ora di trovare il limite della somma di una 
certa serie in cui ogni termine è della forma 


Toy; lis Gra Usa) > 


in .cuì » prende tutt'i valori interi tra 1 ed » inclusivamente, 
ed s prende tutt’i valori interi tra 1 ed #w inclusivamente; 
ed ultimamente m ed n debbono supporsi infiniti; ancora % 
ed %, debbono considerarsi equivalenti ad a ed « rispettiva- 
mente. Così possiamo prendere 7/% (7, y) come tipo dei ter- 
mini di cui vogliamo la somma, o pure possiamo prendere 
Ae Ay© (©, 77) come un simbolo anche più espressivo. La serie 
è allora 


Ti {Tg (a, 2+ky (A, 1) + lg (4; Ya) ce + im E (0 Uma) } 
+ Rs {Rx (4,0) +Ln 9 (21,Y) + Tp (1,Y2) e +Em0 (01m) 3 


errareiani: serio nio sea riore rea re0e a vo00ieeeenee se se0e . 


tino na) + hp (ny) «+ Tm @ na Uma) Val 


Consideriamo una delle linee orizzontali di termini che pos- | 
| siamo scrivere “i 


LE xy) Hg (0,9) 0 po) ci + nt Crm 


ite della serie in parentesi quando Ki (A pocalta,. 
o indefinitamente è, per l'Art. 3, 
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Ora si diminuisea indefinitamente ciascun termine di cui % 
A Ì K mP 1 “Vv ico i H È 
è il tipo, allora X7p svanisce, ed abbiamo finalmente 


-b 
j Y (a) de; 
a 


- Mii 

ig cioè, [ i @(0,y) dy\ da. 

LI ala ) , 
Questo si scrive più concisamente 


eb op 
I / o (0, y) da dy. 
di a 


dy essendo posto a dritta di dx perchè l'integrazione si ese- 
gue prima rispetto ad y. 


61. Possiamo di nuovo rammentare ‘allo studente che gli 
scrittori non sono tutti d'accordo riguardo alla notazione de- _ 


AC) 


gl integrali doppii. Così noi usiamo j 9 (1, y) da dy per in- 


(CI è 
dicare il seguente ordine di operazioni : s’integra (x,y) ri- 
etto ad y tra i limiti « e (; indi s'integra il risultato ri- 
ad x tra i limiti « e d. Alcuni scrittori dinoterebbero 


EC bra x S 
lo stesso ordine di operazioni con f di ®(1,y) dy dr. 
a 5 


2. Avremmo potuto ottenere il limite della somma nel- 
. 60 ‘prendendo prima tutt'i termini in una colonna, e 
i prendendo tutte le colonne. In questo modo otterremm 


Ple aa 


pg SD; 
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ponga essere I (è, y) Vintegrale; indi prendendo l'integrale 
tra i limiti assegnati abhiamo il risultato 


Pya, Va} -T{x,y(0)} 


- Finalmente dobbiamo ottenere l'integrale indicato da 


[ria t@i- ria e 


La sola differenza che si richiede nel procedimento sommato- 
rio dell'Art. 60 si è, che le quantità &,%, Yz; + Um-1 non 
avranno lo stesso significato in ciascuna linea orizzontale, 
Nella (-- 1)ma linea, per esempio, cioè, in 


- Tersr {19(05,0) +09 (0,Y1)+39(0,,42) +Tim (Orma) 


dobbiamo considerare @ come messa per y(x,), ed Yi, Ya e | 
come ‘una serie di quantità, tale che y(2,),Y,,Yx. Ym-nWta), 
sono; in ordine di grandezza, e che la differenza tra due con- 
_ secutive qualunque” ultimamente svanisce. Quindi, procedendo 


Y(07) 
46) 


somm L dei termini nella (7 + 1)ma Jinea.. 


| come sopra, otteniamo 9(2,,y)dy per il limite della 


on SE necessario di supporre lo stesso numero di tei 
tutte le linee orizzontali; poichè m ultimamente | 
mente grande, sicchè otteniamo la stessa esp 
dell (1 + 1)ma linea qualunque I 
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l’integr 


azione rispetto ad y nel primo membro, ed i limiti 
P in | ®(@) de gli stessi che nell’integrazione rispetto ad ® nel 


Ù primo membro. Infatti il primo membro è il limite della som - 
ma di una serie di termini, tali che 


hi, UN, (Cry) w (Ya) Ù 
a, ed il secondo membro è il limite del prodotto di 


Ti 9 (20) + ha 9 (03) + hz9 (19) ...... +ln© (Cna) + 
per Xi (Y9) +%2 97) + VV) + Em 9 Uma) 


67. Il lettore sarà ora capace di estendere i procedimenti 
dati in questo capitolo agl’integrali tripli ed agl’integrali mul- 
tiplì in generale. Il simbolo 


"NE, n i 
9(1,Y,6) de dyde 
6 No 1° Y, £) da dy 


| indicherà che deve essere eseguita la seguente serie di ope-. 
razioni: integrare (x,y, £) rispetto a # tra i limiti & e 4, 
onsiderando x ed y costanti; indi integrare il risultato ri- 
tto ad y tra i limiti y, ed 7, considerando £ costante; fi- i 
ente integrare questo risultato rispetto ad x tra i limiti © 
E et. Qui Ze 4, possono essere funzioni di 2 ed y; ed’ 
No ed 7, possono essere funzioni di £. Questo integrale tri- 
| plo è il limite di una certa serie che può essere dinotata da 
(7,4, 2) Ar AJ Ae. : è A ; 


— ESEMPI DIVÈRSI. 


ESEMPII DIVERSI. 


il 
UTI 
INI 74 

i( 
mi È los (cos? x + m? sen? 
ii 3 f pr. Qsnigio Pe conte + e 

i 1+m?tan? © 2(m=1) 

Î da È 1 4 
4. | —. (si ponga n=1) y 
® NI (a?” + 02") HOLe Y 
trita 


1 
Risultato. —,l 
na 


bg 2 
5 ql ZE N (a?” ED q2") . 


5. f se0a see2a de 
14 y2seno 1, 1+sene 


— los —T°—— -3 


Risultato. ST_ y2seng 2 °1- sens’ 


1 
E To 
tana — tana 
'Jtana+tano 


Risultato. sen2a logsen (a + 2) — © cosa. 


7 IE da : 4 
1at+ao+ a" Ji 
iaia dog Lee oi 1 ca 43 
E A AREE) 
petto: go E or Fata not ‘a 


i (a— ba?) dr SE 
ur e (Si ponga +0 =p). 


| Risultato. cos"! — n 
9 . NN © 


)( 75) 
i 


i 
ASI 
N 
i CAPITOLO VI. 
Ha | 
IC i Lunghezze delle curve. 


Curve piane. Coordinate rettangolari. 


68. Sia P un punto qualunque sulla curva APQ, e siano 
t,y le sue coordinate; dinoti s la lunghezza dell'arco AP 
misurato da un punto fisso A sino a P; 
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Nell'articolo precedente abbiamo mostrato che la lunghezza 
di un arco di una curva sarà conosciuta se può ottenersi un 
certo integrale. Può accadere in molti casi che questo inte- 
grale non sì possa ottenere. Sempre che la lunghezza di un 
arco di una curva sì può esprimere per mezzo di una o di 
entrambe le coordinate dell’estremità variabile dell'arco, la 
curva si dice essere reltificabile. 


70. Applicazione alla Parabola. 
L'equazione della parabola è y= y (402); onde 


CINE ds _ (E 
de \a° Za È 


. 


s=/\/ 2°) do. (Si vegga Es. 6, p. 19) 


= V(ar+ 29) +alog{yo+ /(a+2)} +0. 


Qui € dinota una quantità costante, cioè, una quantità che 
non dipende da 2; il suo valore dipenderà dalla posizione 
del punto fisso dal quale sì misura l’arco s. Se misuriamo 
"dal vertice allora s svanisce con x; quindi per determinare | 
© abbiamo. : 


alogya+ 0=0; 4 
s=y(@2+29) + alog [\le+ y(@+2) ]— alogya 
NE ddt, i 


= e 


Frlb sii 


SÉ 
lie — I 
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®, sino al punto di cui l’ascissa è ,. Dinoti V.(#) l'integrale 
A dy\} ; E 

di vii + (È }, e siano s, ed s, le lunghezze degli archi 
della curva misurati da un punto fisso sino' ai punti di cui 


le ascisse sono x, ed x, rispettivamente, sicchè s,—s, è la 
lunghezza richiesta; allora 


Mero, 


onde s=Y(e) +; so=U(@w) + C; 


quindi ss Seo -—U(a). 


Quindi per trovare la a cercata dobbiamo porre 
successivamente 2, ed x, in luogo di x in Y(w) e sottrarre il 
primo risultato dal secondo. Così non abbiamo bisogno di 
prendere alcuna notizia della costante C; infatti il nostro ri- 


| sultato si può scrivere 


nafta 


ie 
72. Applicazione alla Cicloide. È 
Nella cicloide, se l'origine è al vertice e l'asse delle y è | 


ca 


DO tangente in quel punto, abbiamo (Cal. Dif. Art. 358). 


rsa se s=y/ 56 Cs dit da 
al ù gene ‘almente se abbiamo 
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73. Applicazione alla Catenaria. 


v 


; e. - 
L'equazione della catenaria è y ge el 9); fonda 


La costante sarà zero se misuriamo l'arco s dal punto pel 
quale x = 0. 


74. Applicazione alla Curva Mata dall'equazione 
. 2 2 


mist Parco dal punto p 
una ipocicloide in cui il raggio del 
el ri o del circolo fisso. 
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o Ò È da . 
Dall’equazione della curva possiamo esprimere give 
dy 


cm 
SI 
o 


UU 


così con l'integrazione si conosce s. In alcuni casi questa 
formola può essere più conveniente di quella nell’Art. 68. 
76. Applicazione alla Curva Logaritmica. 


xv 
L'equazione di questa curva è y= da”, o y= de” se suppo- 
Mi 


niamo a=e°; così a= clog 


te] : ] è 
GTO da ua ds _ N (ec + y2) 
gi Tag eo 
s Ly?) e dy ydy. 
ed pei E Ga e 205 as 
“a YN( +92) I y(e492) 


L'ultimo ba, è e Y?); il primo è 


’ 


TIETA (Art. 14). 


clog 


rg (0490, 


ab- o 


dn 


E 77. Se x ed y sono funzioni di una terza ‘variabile bi 
biamo (Cal. Dif. Art. 307) 
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L’integrale esatto non si può ottenere; possiamo però svi- 
luppare y/(1-—e?sen?9) in una serie, sicchè 


? 
0 son0 

= sen”... } de 

5 9} da 


Sl 1.1 1. 
snafji-3@sontg=eson'o-37, 


e ciascun termine si può integrare separatamente. Per otte- 

nere la lunghezza del quadrante ellittico dobbiamo integrare 
FAO T 

tra i limiti 0 e 5° 


Curve piane. Coordinate polari. 


79. Siano r, 0 le coordinate polari di un punto qualunque 
di una curva, ed s la lunghezza dell'arco. misurato da un 
. punto fisso sino a questo punto; allora (Cal. Dif. Art. 311) 


| CE 
i Maia 


/ Ipplicazione alla Spirale di Archimede. 
SR Dai 
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ù . La costante sarà zero se misuriamo l'arco s dal punto pel 
RUN quale 0=0, cioè, dal punto in cui la curva attraversa la li- 
N nea iniziale. 
Ù b g A 
Qu La lunghezza di quella parte della curva che è compresa 
aa 


tra la linea iniziale ed una linea condotta per il polo ad an- 
© goli retti sulla linea iniziale è 4a sen 7 La lunghezza del se- 


È miperimetro della curva è 44 GALLI cioè, 4a, 
Han, È 2 
82. Supponiamo che si richieda la lunghezza dell’ intero 


perimetro della cardioide; potremmo sulle prime supporre che 
È 


essa sia eguale a 2a] cos 5 40; ma ciò darebbe zero per 
i O 3 


risultato, il che evidentemente è inammissibile. La ragione di 
questo si può vedere facilmente, infatti abbiamo mostrato che 


ds a 
pa N42 così), 


d il segno conveniente deve essere determinato in ogni ap- 
plicazione della formola. Ora per s noi intendiamo una quan 


CRI 
0, e così £È è positivo. Quindi quando cos L è positi 
NCL) ds 2a 
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88. Alle volte può essere più conveniente di trovare la 
lunghezza di una curva per mezzo della formola 


se (Ossa 


che segue immediatamente da quella nell’Art. 79. 


84. Applicazione alla Spirale Logaritmica. 


0 
L'equazione di questa curva è r= ba”, 0 r=be° se suppo- 
LI 


do e “A 
r 


. © r 
niamo a=e°; così 0= clogz; onde cr 
f 


s=[v0+Ma= 40 +14 c. 


Così la lunghezza della porzione della curva che ha », ed 
|, per raggi vettori dei suoi punti estremi è 


IL NA+ce2)dr, cioò, N(1+c)(r,—-7). 


L angolo tra il raggio vettore e la corrispondente tan- 
| gente in ogni punto di questa curva è costante (Cal. Dif 
. 854); e se quell’ angolo Ri; ro con 2 abbiamo c= tan ; Ti 
così ya +08) = sec; onde. > TP _seca, ed s=rseca+ ci 
20) se a è la lunghezza della ro, sopra men- — 


racchiudono il raggio vettore 
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86. Applicazione all’Epicicloide. 


Con la notazione e la figura nel Cal. Dif. Art. 360, si può 
mostrare che l’equazione della tangente all’ epicicloide in P è 


a+b 


0) 


così — cos 
y-y=- 


(o) 
senò — senl deb. 0 


în cui @ ed y sono le coordinate di P, ed #' ed y' le coor- 
dinate variabili. Quindi si troverà che la perpendicolare p Î 
dall'origine sulla tangente in P è data da 
È td) 
D = (@+ 20) sen 57; 

È ab 
inoltre 1° = a* + 4b (a + b)sen? Dm 3 

(72 = a 
piana 


, in cui c-4+ 2d. 
e- a 


3) 


se NEO, al a 


In una cuspide = a, ed in un vertice r=C; cos 
ezza della porzione della curva tra una cuspide ed i 
lacente; è su ] >< 
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al risultato zero, poichè *=@ nei due limiti. La ragione si 
è di aver usato la formola 

ds (e°— a?) r 

Gui a NICIEZO) 


mentre la vera formola è 


D_i y/(c* — a?) SI 
Vu Da (e — 73)” 


Poichè s si può prendere in modo che cresca continuamente, 


ds de 
ne segue che — è positivo quando » è crescente, e negativo 


dr 
quando r è decrescente. Ora nel passare lungo la curva da 


COME i 5 ds da 
una cuspide al vertice adiacente r cresce, così TE è positi- 
dr 


vo, e dobbiamo prendere il segno superiore nella formola 


per a ; indi nel passare dal vertice alla cuspide seguente 


ds 
diminuisce, così — Cn è negativo, e deve prendersi il segno 


iferiore. Quindi la lunghezza da una cuspide alla cuspide 
nte è 


: o lizi 


e V(E-r3) cn 
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Si può osservare che così 


e- 


2 
s= N (r— pr). 


89. Similmente per l’ipocicloide possiamo mostrare che 
Pi 
ce (a? — 72) 


pre mega: in cui c-=a—2b. 


Supponiamo e? minore di a?; allora possiamo mostrare che 


ds | N(a®-c?) r 


PTT a VG*-= è)? 


e così può trovarsi s. La lunghezza della curva Lo due cu- 
b 

i adiacenti è SALO 

LI 


Supponiamo in se; tas c® maggiore di a; allora dovremo 
Pp 88 


ser ere il valore di 7 così, 


To N (e a) (podir ; 
bt a veni 


a della curva tra due cuspidi adiacenti è 


8b(b- a) 
(14 
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, Formole che racchiudono la Perpendicolare e la sua 
Inclinazione. 


90. Un altro metodo di esprimere la lunghezza di una curva 
è degno di notizia, 


XL 


punto di una curva; x,y le sue coordinate. È) 


misurato da un punto fisso A. sino. 
O sulla tangi 
e= 0; allora 
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i uindi s= / ( 
q d ol, pdI ; 
questo si può anche scrivere 
s+u = fpab. 
Supponiamo s, ed u, i valori di s ed w quando 0 ha il 


valore 0,, ed s, ed wu, i loro valori quando 0 ha il valore 0, 
allora 


di 
3-9 +19 mf, pai: 


Abbiamo misurato w nella direzione della rotazione. da P 
e lo abbiamo preso positivo in questo caso; quando w è ne- 
gativo indicherà che Y è dall’altra parte di P. 


I risultati precedenti si possono usare per diversi oggetti, 
tra i quali possiamo notarne due. 


(1) Per determinare. la lunghezza di una Porzione di una 


dy 
zione insieme con a cot 0 possiamo trovare x ed y 


zz0 di 0, e quindi p che è eguale ad Sio 
s può trovarsi dall’ equazione 


Mi: d 4 fpaa. 


) AS puorare una curva tale DI per LEO del suo. arco 
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in P; sia OP=r, ed abbiano s, %, e 0 lo stesso significato 
come sopra, allora dal Calcolo Differenziale abbiamo 


_ ds n e dr ode dp _ P dr 
e=7%” bn ap’ do" ds° 
A É Tr 
Inoltre PY=rcos OPY=-y; 
ds 
quindi de =-PY=-u. 


dI 
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ù ds 1 
i $ aghe dp 
ma =— E 
POI lo) do’ quindi s= #0 +f®. 
îh Ù Dal valore di PY possiamo ottenere una facile dimostra- 


Ù) zione di un teorema di qualche interesse nel Calcolo Diffe- 
renziale (Cal. Dif. Art. 329). Dinoti p, la perpendicolare da 
O sul luogo di Y; allora (Cal. Dif. Art. 284) 


i 1 (È Li 
poichè p è il raggio vettore di Y. Così 


ut peru n°. 


DOTT 


_ Un caso particolare della formola 
i r 


da 
2a tf, pai 


be notare. Supponiamo che si prenda una completa 

ovale senza punti singolari; allora 0,=0 ii , ed 
5 

pad. 


e: 
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piana analitica) OY= a y(1—e?sen?0); 


onde AP + PY= af V(1— e? sen?0) db, 


la costante da aggiungersi all’integrale si suppone essere presa 
în modo che l'integrale svanisca con d. Se £ è un punto tale 


S 3 . T è 
che il suo angolo eccentrico sia 5 abbiamo, per l'Art. 78, 


BR=afya — e? sen? 0) d0 ; 


così ADE PV BRE (1). 
dp _ ae? sen0 così 
dI (Le sen?0) | 
Sia & l’ascissa di D; allora per l'Art. 90. 
dp 
D=p così — 77 sen 0 


=@ (1 esen?0) così + 


L IR 


ae? sen?) così — a così) î 
N/(1-e?sen?0)  /(1—eseni0) © 


Così PY=exsen0; e se % è l’ascissa di R abbiamo 
3 DS; vg! 


vi } 


enti 
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Possiamo osservare che il valore di PY si può ‘ottenere più 
semplicemente per mezzo di una nota proprietà dell’ellisse. 


‘Infatti supponiamo condotta la normale in P che incontri CA 


in G; e per P si tiri la parallela a CA che incontri CY in 
Q. Allora PQ= CG=e@ x, per la natura dell’ellisse; e 


PY= PQsen0=e2xsenl. 


98. Applicazione all’ Iperbole. 


Sia C il centro ed A il vertice di un’iperbole, CY la per- 
pendicolare sulla tangente in P. Sin ACY=0 e CY=p; al- 
lora si può dimostrare che 


PY- AP=af y(1— e? sen? 0) dh. 
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renza tra la lunghezza dell’asintoto da C e l'infinito arco 
iperbolico da A. Così questa differenza è 


(04 
a (1 e? sen? 0) d0. 
0 


Quistioni inverse sulle lunghezze delle curve. 


94. Negli articoli precedenti abbiamo mostrato come possa 
trovarsi la lunghezza di un arco di una curva conosciuta in 
termini dell’ascissa della sua estremità variabile; noteremo 
ora brevemente il problema inverso di trovare una curva tale 
che l'arco sia una data funzione dell’ascissa della sua estre- 
mità variabile. 


Supponiamo 9(w) la funzione data; allora s=%(%); 


onde = Fa): 


n 
2 


3 d 
(o da lig@p-1à, 


cal Ie@}-1) 


LI 
È da. 


LUNGHEZZE DELLE CURVE. 93 
96, Per un 


=. 


altro esempio supponiamo g (2) =a1logx; così 


=IN(& = 1) da =| (a ala) Se 
va e (a— 2°) 


Î Î ada i ada 
day(a-2) J y(@-2) 


a do 
Sat y(a— qa 


Qui 


L= 


=alo 


5 tv (a— 22) + C. 


Involute ed Evolute. 


97. La lunghezza di un arco di una curva si può espri- 


| mere senza integrazione quando conosciamo l'equazione del- 


l’involuta della curva. Supponiamo che s' rappresenti la lun- 
ezza di un arco di una curva, g il raggio di curvatura in 
el punto dell’involuta che corrisponde all’ estremità varia- 
le di s', allora (Cal. Dif. Art. 331) s'+9=2, in cui l è 
ì sante. Se l'equazione dell’involuta è conosciuta, g può — 
termini delle coordinate del punto dell’involuta ; 
n ueste coordinate si possono esprimere in termini delle 
oordinate del punto corrispondente dell’evoluta, e così si co- 
nosce s'. Con questo metodo eseguiamo il procedimento di dif- 
iazione e di riduzione algebrica invece dell’ integrazione. 


icazione all'Evolut 


nvi 


LUNGHEZZE DELLE CURVE. 


onde 


Supponiamo che sì misuri s' dal punto pel quale e' = 24, 
cioè, dal punto ehe corrisponde al vertice della parabola: al- 
lora vediamo che s' cresce con 2’, sicchè dobbiamo prendere 
il segno inferiore nell'ultima equazione ; inoltre supponendo 
a = 2a ed s'=0 troviamo /=— 24; così 


=2n ( na o) — 2a. 
da 
Questo valore di s' si può anche ottenere con l'applicazione 
del metodo ordinario d’integrazione. 


99. Quando la lunghezza dell'arco di una curva ‘è cono- 
| Sciuta in termini delle coordinate della sua estremità varia 


| bile, l'equazione dell'involuta si può trovare col Procedi 0 
ordinario di umemione. 


-Tfatt bia 
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nare x' ed y' da (1) e (2) e la nota equazione della curva ; 
otteniamo così un'equazione tra x ed y, che è l'equazione ri- 
chiesta dell’involuta. 


100. Applicazione alla Catenaria. 


e gu È L'equazione della catenaria è 


Bici 


supponendo s' misurato dal punto pel quale #°=0 ed y'=c; 
veremo ora l'equazione di quell’involuta della catenaria che 
comincia dal punto della curva testè indicato. 


Abbiamo allora 


fono (e) svanisce con, s'. 


indi le $quszioni (1) e (2) dell’ articolo prevedo 
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quazione della catenaria, e così otteniamo la richiesta relazione 
tra w ed y. La sostituzione si può effettuare convenientemente 
così, 


ONES 
onde CT 


onde y+ (42 — e?)= ce”, 
quindi a'=clog® dai - sl 
Così finalmente, 


+ (e — 9°) = clog 


C+ al(e®— 92) 
G"ENUALDR. 

Questa curva si chiama la trattrice; a motivo del radicale, 
vi sono due valori di x per ogni valore di y minore di c, 


questi due valori essendo numericamente eguali, ma di segni 4 
opposti. Vi è una cuspide nel punto pel quale e=0 ed y=0; 


e l’asse delle x è un asintoto. 


. Le formole polari si possono anche usare in simil modo | 
inare l’involuta qu A la Soia di un arco 
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ù 4 


della spirale, cd ss’ sia misurato da quel punto, abbiamo 


p=s'=r"seca (Art. 84). Così (1) dell'articolo precedente di- 
vieno 


pp 


= r°2 sea 4 


1 — 2 p seco 


"? sec? a + 2° sen? a +? — 2r'pseca, per (2). 


Da quest'equazione quadratica in p otteniamo 


p_rseca=+#' cosa. 


è a 3 E r'(1+c0s?x) 
Se prendiamo il segno superiore troviamo p=—— 4, \ 
x 5 148cosa ,, SORG j 
ed allora da (2) abbiamo ,? == Ma questa so- a 
cos? E] 
luzione deve essere rigettata, poichè da essa troveremmo p o 
i “<L08 1+83 costa sii 


ex 1", che non è d'accordo con l'equazione 
ri cosa (1 + cos? @) 


p=r'seca. 
pi 5 ; OT È 7 sen? d 
Se prendiamo il segno inferiore troviamo p=———*, ed 
r°2 sen? a COS 
rr ETA Quindi 
così a 
voluta è una spirale equiangola con lo stesso angolo co- 
te come nell'evoluta. 


ra da (2) troviamo 7° 


x 


| Equazione intrinseca di una Curva. 
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în quel punto; dall’equazione data abbiamo 


dy _ 


- T) ber ipotesi; 
da Ziano È 1 Ù 


così ® è conosciuta in termini di tang, o sia x= PF (tan o); 
allora 
da 


do 
ds 


inoltro = = C08eC9; 
da “o 


=P'(tang) sec29; 


onde . È = £'(tang) sec?o cosecg; 


: e 
da quest'equazione con l'integrazione si può trovare s in ter- 
mini di 9. Un simile risultato si otterrà se nell’ origine si sup: | 
pone che l’asse delle @ coincida con la tangente. 


105. Applicazione alla Cicloide. 
La Cal. Dif. Art. 358, abbiamo 


Wi. 
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onde Lu) =[0s seng. 


Similmente y= | ds cos g. 


Ora per supposizione si conosce s in termini di @; così con 
l'integrazione possiamo trovare x ed y in termini di 9, ed al- 
lora eliminando g otteniamo l'equazione ordinaria della curva 
ìn termini di @ ed y. 

107. Applicazione ala Cicloide. 

Qui s= 4a seng; 


così © =| ds seng9= da [ seng cose dg = 0 — a coso, 


y=f ds cos 9 = da | costg do = C'+2a94+ a sen2o. 


© Quindi eliminando @ possiamo ottenere l’equazionè ordina- 

; se l'origine degli sa, rettangolari è il vertice della curva, 
temo C=a e C'= 

Daremo ora diversi esempii di equazioni intrinseche - 

zione intrinseca del circolo evidentemente è s = ag. 
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a+ 2b 


così (e) = 2 0. 


Inoltre, per lo stesso articolo, 


a a 
le UG î 1) N(@-19)+C 


4b (a + OT (0) i 
ca cos tl 


Eee a 0a al 


a \ 355 


se supponiamo s misurato dal punto pel quale 0=0. 


Così s= 29 (1 os SE di 
x a a+ 20 


Possiamo semplificare questo risultato ponendo 


2 
T(a+ Di 2 PA O 


(ole=i 
i; 2a a a 


’ 


risponde a misurare l’arco da un vertice invece che dal 


a cuspide, Così 
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Se s=/sen29, s=/sen39, s=/sendo, è ab 
1 ‘ MAr porscclt 3; 
biamo ipocicloidi nelle quali — = =) Si È 


a 4° 80 80.5 
113, Se g è il raggio di curvatura della curva nel punto 
determinato da s e 9, abbiamo (Cal. Dif. Art. 324) 
_ ds 
Cai do 
Nella spirale logaritmica sappiamo che p varia proporzio- 
nalmente ad s se l'arco è misurato dal polo; così 


Ere . 
o=do de’ 
ds 


1 
“onde e: e quindi con l'integrazione 


ko + costante = logs; 
s= ae, 


(14. Se l'equazione intrinseca di una curva è conosci 
può trovarsi quella dell’ evoluta, 
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arco di AP misurato da un punto fisso sino a P; s' la lun- 
ghezza di un arco di BQ misurato da un punto fisso sino a Q. 
È evidente che 9 è lo stesso per s ed s', se in BQ misurinmo 
9 da BA, che è perpendicolare alla linea dalla quale si mi- 
sura @ in AP. 

ds 


Nella figura a sinistra s'=p—C= a (0h 


Nella figura a dritta s'= C 


Così se s è conosciuto in termini di 9, possiamo trovare s' 
espresso in 9. La costante Cè eguale al valore di g nel punto 
corrispondente a quello pel quale s'= 0. 


115. Per esempio, nella cicloide s=44seng; così 


s'= C—4acosg. 


* Si ponga o=4+35 ed s'=6c+ €; così 


; c=4asend. 


Questo mostra che-l’evoluta è una cicloide eguale. 


Similmente ‘conoscend l'equazione intrinseca di una 
ò trovarsi. I oluta. 


ra A 
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io : . ® . - 
118. E chiaro che con i metodi degli Art. 114 e 116 pos- 
siamo trovare l’evoluta dell'evoluta di una curva, o l’invo- 
luta dell'involuta di una curva, o così di seguito. 


119, Lo studente si può esercitare nel tracciare curve per 
mezzo delle loro equazioni intrinseche; egli troverà utile di 
prendere una curva tale come la cicloide, la forma della quale 
è ben conosciuta, e riconoscere che l’ equazione intrinseca con- 
duce a quella forma; egli può quindi prendere alcuna delle 
epicicloidi o ipocieloidi date nell'Art. 112. Per ulteriore in- 
formazione su questo soggetto, e per le figure illustrative, lo 
studente può consultare due memorie del D.r Whewell, pub- 
blicate nelle Cambridge Philosophical Transactions, Vol. vi. 
pag. 659, e Vol. ix. pag. 150. 


Curve a doppia Curvatura. 


120. Siano x,y, le coordinate di un punto di una curva 


| nello spazio; c+Ax, Y+Ay, 2+ Az le coordinate di un punto 


adiacente sulla curva. Allora si conosce per i principii della 
| geometria solida, che la lunghezza della corda che congiunge 
esti due punti è x/{(Ax)2+(Ay)?+(Az)?}. Sia s la lunghezza 
arco della curva misurato da un punto fisso sino ad (2,Y,2); 

a S+ As la lunghezza dell’arco misurato dallo stesso punto 

so sino ad (x + Ax, y+ Ay, 2+ Az). Ammetteremo che As 

‘bi alla corda che congiunge i punti adiacenti un rapporto 

è ultimamente eguale all'unità quando il secondo punto 


e lungo la curva sino al primo punto. Così il limite di 


As 
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121, Rispetto a ciò cho si è ammesso nell'articolo prece- 
dente, lo studente può riferirsi al Cal. Dif. Art. 307, 308: 
egli può anche consultare il Differential and Integral Cale Mi 
lus di De Morgan, pag. 444, e l' Integral Calculus di Homer- 
sham Cox, pag. 95. 


122. Supponiamo, per esempio, che la curva sia determi. 
nata dalle equazioni 
IE CIS RBERIAO,. 


e= (2ex — 02) + e vers! z dee 


sicchè la curva è formata dall’intersezione di due cilindri, cioè 
un cilindro che ha le sue generatrici parallele all'asse delle 2, 
e che poggia sulla parabola nel piano delle (w, y) data da (1), 
ed un cilindro che ha le sue generatrici parallele all’ asse delle 
‘y, e che ha per base la cicloide nel piano delle (x, 2) data 
- da (2). Allora 


dy _ (È ds _ (i 
da al’ da x O 


Ain 
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LO | 
n di una variabile ausiliaria; allora eliminando questa variabile, | 
uN possiamo, se è necessario, ottenere due equazioni tra x,y, e è; | 

Wo e così determinare la curva nel modo ordinario. Supponiamo 

L adunque che ciascuna dello x, Y,# sia una funzione nota di £; 
ng fi allora 
LI! dy de 
dy dt de di | 
Lot —- = com e — — en: | 

1) de da’ dal de | 


di dt 


n NEO 
N | 
NO ‘2 


125. Applicazione all Elica; 


Questa curva può essere determinata dalle equazioni 


q=4cost, y=asent, e=ct; 


9= v@ +09) fat DONI (@ +0) + C. ‘ 


26 Quando: si adoperano le coordinate polari per determi 

la posizione di un punto nello spazio, abbiamo le segu 

‘che legano le coordinate rettangolari e polari di 
AE vgE a 


dh 
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d ) dr Î de te 
= senl song - seni cosg + 7 cos) seng 
0° se PT) +? 89 ; 


do 


dr 
— = così — » senl). 


do 


da dazi a a 5 (do\t. a 

55 (3 (+ (5) = (È SS a) us 
= I UL a 22 sen? Si () 
È :</Vl i +7) » (7 pc 


Questa può trasformarsi in 
LI 


0 2; 2 
=| Ni n (È +1+72 sen?0 (E la 
di dr) ) 


i È Sa sN 72 To) + (7) + 7° sen? 0) 0} ag. 


127. Se pè la perpendicolare dall'origine sulla tangente di - 
| uma curva nello spazio, allora l'equazione 


n SSN SI 
ye NGr pd) 


piana nell’ Art. 85, reggerà 
ro dell'equazione esprime la 


7 | 
ESEMPII. 107 


(>) 


. Mostraro che la Cissoide è rettificabile. 


4. Mostrare cho l’intera lunghezza della curva che ha per 
4 2 


equazione d (0° + 92) — a = 3a*y® è eguale ba. 


[es rita ds \® 
Sì può dimostrare che (— ) = —; 
dy 


(14 


. La lunghezza dell’arco della curva 


(e +9) - (@e-y)"= 
tra i limiti (2,7) ed (2,7) è 


28 96) 
Ro 2 


spl ty) =y) 3 x (@ty)ie o. 


2a 1+seng aseng 
Copen 
così g l-seng 1— sento 


equazione intrinseca della curva y° = 42? è 
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. 11. Mostrare che se l'equazione di una curva si trova elimi- 
nando 0 tra le equazioni 


v= senMy'(0) + cos 0d"(0), 
ed y= cos0d'(0) — sen 00" 
allora s=4(0) + W"0). 


È 12. Mostrare che la lunghezza della curva 80°%y= @'+ Gata? 


misurata dall'origine è Bai (0° + da? 


X 109 Y 


CAPITOLO VII. 


Aree delle curve piano e delle superficie. 


Aree piane. Pormole rettangolari. Semplice integrazione. 


Bia DPE una curva, di cui l’equazione è y=%(@); 
poniamo essere %,g le coordinate di un punto P. Dinoti 
racchiusa tra la curva, l’asse delle @, 1 ordinata 

ata fissa AD, allora GE Dif. Art. se 
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129, Applicazione al Circolo, 


pyauenans del Sircolo riferito al suo centro come 
x NICO 


La costante € svanisce se supponiamo che l’ordinata fissa 
coincida con l’asse delle y. Si vedrà tracciando una figura, 
che l’area compresa tra l'asse delle , l’asse delle y il 
colo, e l’ordinata alla distanza dall” asse delle y, sì può di- 
Nidere in un triangolo ed un settore, i valori dei quali sono 
dati dal primo e dal secondo termine dell'espressione prece- 


dente di A. Questa osservazione può essere d'aiuto allo sti- 
dente per rammentare l'importante integrale 


fuenma nea. 


180. pine « SU ioge, 


AREÈ DELLE CURVE DIANE E DELLE SUPERFICIE, lil 


, cioè, due terzi del 


; 4ya 3 
Se a,=0 abbiamo por l’area N! 7, 
DI) = 
| prodotto dell’ascissa x, e dell’ordinata y(4ar,), 


192. Applicazione alla Cicloide. 


L'integrazione richiesta dalla formola | ydx diviene alle volte 


più facile se esprimiamo x ed y in termini di una nuova va- 
riabile. Così, per esempio, li cicloide possiamo porre (Cal. 
Dif Art. 358) 


c=a(1—cos0), y=a(0-+sen0); 


fude — | (04 sen0) sen0 d0 


=@f dan fa — 603 20) di; 


0 
@& (- 0 c0s0 + sen 0) ++ 5 (0 - >; 
prendiamo Liu tra i limiti 0 e x per 0; otteniamo 
È 3 i mel 
una mezza cieloide; il risultato è dI Quindi l’a- 


a cicloide è eguale a tre volte quella del circolo 
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determinare le aree delle curve fu uno di quelli che diedero 
origine al Calcolo Integrale, ed i simboli adoperati sono molto 
espressivi del procedimento necessario per risolvere il proble- 
ma. Nella figura dell'Art. 128, lo studente vedrà che il ret- 
tangolo PpNM si può appropriatamente dinotare, con yAw, ed 
il procedimento per trovare l’area di ADEB si riduce a que- 
sto; prima si effettua l’addizione dinotata da ZyAx, e poi si 
diminuisce Aw indefinitamente. 


136. Supponiamo che si voglia l’area contenuta tra la curva 


% ; E 
y= csen l’asse delle x, e le ordinate alle distanze @, ed 4, 


rispettivamente dall'asse delle y. Abbiamo 


Ta ba) Zi Lo 
cl sen- dr=ca|cos —— cos}. 
a a a 


Li 


Si supponga quindi x,=0 ed x,= at; l'area è 2ca. In se- 
guito si supponga a,=0 ed x,=2axr; il risultato 


( Gi da 
ca (cos + — cos È 
. 4 d, 

diviene zero in questo caso, il che evidentemente è inammis- 
sibile, poichè l’area deve essere una quantità positiva. Infati 


è megalivo da a= ar sino ad'a=2a7, ma nella di 


* È 


ad Î yda , si suppone che 5 
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sia il limite di più aree elementari, ciascun elemento essendo | 


1a una quantità di cui yAx è il tipo. Procediamo ora a spiegare 
e un altro modo di decomporre l’area richiesta in aree elementari. 


tg È E | 


Pi 
e 


0° o) 


Supponiamo che si voglia l’area racchiusa tra le curve BPQE 
pge, e le linee rette Bb ed Ze. Si tiri una serie di lince 
lele all'asse delle y, ed un’altra serie di parallele all'asse 

. Rappresenti st uno dei rettangoli così formati, e sup- 

no essere 2 ed y le coordinate di s, ed x+Ax ed Y+AY 
ordinate di #; allora l’area del rettangolo st è Ax 4y. 

i l’area richiesta si può trovare sommando tutti valori 


e poi procedendo al limite che si ottiene supponendo 


inuiscano indefinitamente. 
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poichò l'espressione simbolica qui data dinota il procedimento 
che abbiamo stabilito pocanzi in parole. 


Ora / dy=%, quindi | 


n#(0) i è i 
dy=©(2)—YU(r); così abbiamo 


A=l {oa -Y(c)} da. 
ce 

In questa forma possiamo immediatamente vedere la verità 
dell’ espressione, poichè 9 (7) — d (0) = PL—pL= Pp; così 
|e(e)— WU) } Ax si può prendere per l’area della striscia PQqp, 
e la formola asserisce che A è eguale al limite della somma 
di tali strisce. 

Le linee nella figura non sono necessariamente equidistanti: 
cioè, gli elementi di cui Ax Ay è il tipo non sono necessaria- 
mente tutti della stessa area. 


138. Il risultato dell'articolo precedente si è, che l’area A 
è data dall’equazione 


‘h 
4=/ 120 -4@} de. 


Questo risultato si può ottenere in un modo molto semplice 
come si è mostrato nell'ultima parte dell’ articolo precedente, 
sicchè non era assolutamente necessario di introdurre la for: È 
mola di doppia integrazione. Nondimeno abbiamo richiamata — 
l’attenzio a formola $ È 
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140, Si voglia l’aron racchiusa tra la parabola y3 = ax ed 
Îl circolo y2 = 2ax — 22. 


sa 
L' Le curve passano per l’origine e s'incontrano nel punto pel | 
quale @=4; così se prendiamo solamente l’area che sta dalla 
parte positiva dell’asse delle #, abbiamo il 


Ci ca Ti 22 
USI A = {N (Raw — 2°) — Y (aa) }do= Da E 2 


vi ar o ZIA Ì 
L'intera arca sarà perciò 2 peg 
b 


Supponiamo che in questo esempio si voglia integrare pri- 
ma rispetto ad x. Dall’equazione y2 = 242 — 22 deduciamo 
e=@+y/(a°—y°), e si vedrà immediatamente da una figura 
che nella presente quistione dobbiamo prendere il segno in- 


2 
feriore. Così posto x, per @— /(a2—2), ed @, per Le , Verrà 
; È Li Ù 


4=/ SS, SE = ni Ò 5) lea 
Sl ole! ET [lia È Mei) da 


ar ata ei _raÌ 2a? RE 
da Cole e 


tore dovrebbe tracciare le figure e porre attenzione ai 
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ed LD. Questo esempio si è messo con lo scopo di illustrare 
ìl procedimento di doppia integrazione, e non per alcun in- 
teresse nei risultati: lo aree si possono ottenere facilmente 

- per mezzo delle formole già date; così ALB è la differenza 
tra L'area parabolica AZ, ed il quadrante SZB; e similmente 
LDO è conosciuta. 


Si prenda S per origine. Nel trovare l’area AZB sarà con- 
veniente supporre che la direzione positiva dell'asse delle % 
sia verso sinistra; così se 44 è il lato retto della parabola, e 
per conseguenza 2a il raggio del circolo, l’equazione della pa- 
rabola è y?=4a (a— 2), e quella del circolo y° = 4a? — #2, 


Supponiamo che s’'integri prima rispetto ad , allora 
20 (as 
È dydx, 


04 Li 
—Y). 


Poichè qui (x, — ,) Ay rappresenta una striscia racchiusa 
tra le due curve e due linee parallele all'asse delle x; e le 
strisce sono situate a distanze dall'asse delle 4 disposte tra 

_ 0 e 2a, sicchè l'integrazione rispetto ad y è presa tra i limiti — 
0 e 24. ‘9 


_ Supponiamo che s'integri prima rispetto ad y; dovremo 
ra dividere l’area in due parti con la linea AF. Sia 
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dai Supponiamo che s' integri prima rispetto ad x; dovremo al- 
RN lora dividere l’area in due parti con la linea LX. Sia 
& > PEA Uli 

ti=xN(4a-y), a=<-a; 

©. 4a 

ay allora troveremo DC = 2a V3=1 poniamo ; così 
Ù 


oa 


20 
area DLK = j i dydr, 


04: 


eb aa 
area CLK = I j dy da ; 


2a) La 


la somma di queste due parti esprime l’area ZDC. 


142. Un caso nel quale sono utili le formole degli Art. 137 
e 139 è quello in cui le curve limiti sono diversi rami di una 
| Stessa curva. Supponiamo che l’equazione di una curva sia 
y-ma—c?=a?—2a?; così 


hi. y=ma+c+y/(a°— 22). » 
Qui possiamo porre i 
d@=mrte- /(a-22), 

q)=mr+c+ (a —a2); 


— d@)=2 y(at-2), e l’area completa della curva è 


al Ù È 
SENTO si 
ife, d % 
pri 3 fsi 
ca a È 
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dalla tangente nella sua estremità ; quindi l’area racchiusa tra 
la curva, l’asse delle 72, ed un’ ordinata al punto pel quale 
v=c; è 
(Ls , 4 sen + x/e'c 
sen o dando = x; 
0 d 

cioè, i due terzi del parallelogrammo che ha l’ ascissa e e l’or- 
dinata nella sua estremità per lati adiacenti. 


Aree piane. F'ormole polari. Semplice integrazione. 


Du 


144. Sia CPQ una curva, di cui l'equazione polare è r=9(0), ] 
Dig 


e supponiamo che 7,0 siano le coordinate di un punto P. 
noti A l’area racchiusa tra la curva, il raggio vettore SC 
_sondotto ad un punto fisso €, ed il raggio vettore SP; al- 
l al. Dif. Art. 318) ì 


si 


Bi 


FI - 
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LIV PRO 
ì 145, Applicazione alla Spirale Equiangola, 
î 9 

103 In questa curva r= de”; così 

On TIENE be 20 

ug A=zfte® 9 niea +0. 


s ela "cd r,°) » 


bPe 202 
(e°—e 


1 [020 
ed 4A;-4=5) bed == 


230 


incui 7, ed », sono i raggi vettori estremi dell’area che si 
considera. 


146, Applicazione alla Parabola. 
Sia il fuoco il polo, allora 


ae 0 0 ld aaa 
9 Mi 2h 275 i e se 
5/(1 4 tan 3 see gUWz=a tan + g tan gt 


IRON o 8, 
e SIM petra LA Sa 822 _tan3 5). 
Pia A=d (ian 2 ten 2) ba (tan 9 tan a). 
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200s°0 — sen?0 
Ora — 


Li pl DO =| (2 cot*?0 — 1) cosec? 0 d0 
sen'0 


9 
= - 7 00880 + cot0, 


così y/ (cot 20) 40 dh _ y(1— 2 sen? 0) dsen0 
Ed I |, di 
sen*0 sen*0 


1 7 di, 
si ponga sen È a allora l'integrale diviene 


fo 
2 


-[ve-na, cioè , SIA 


Quindi, aggiungendo la costante, abbiamo 


4a? 2 
A=D° (cosec? 0 — 2)° P_i coso + 2a? cot0) + 0. 


3 
4a? (cos 20)? — cos? 0 


= 2a? co + — = + C. 


La costante saba zero se n incomincia dalla linea inizia. 
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A alla linea iniziale per un angolo retto: allora abbiamo 0 ed 


gr come limiti dell'integrazione. Così l’area richiesta è 


GN ci 
o lo4t, 


) 
pri DG 
TRE a 


Curve piane. Formole polari. Doppiavintegrazione. 


148. Nell’Art. 144 abbiamo ottenuto uma formola per tro- 
vare l'area di una curva; quella formola suppone che l'area 
sia il limite di più aree elementari, ciascun elemento essendo 
una quantità di cui 3 r°AU è il tipo. Procediamo ora a spie- 
Y = - 


gare un altro modo di decomporre l'area richiesta in aree 
elementari. 
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Si ottiene la richiesta sommazione di termini come r40 4» 
nel modo seguente: prima riuniamo tutti gli elementi simili 
ad st che sono contenuti nella striscia PQgp, e così ottenia 
mo l’area della striscia; poi sommiamo tutte le strisce simili 
a questa striscia che giacciono tra 50 ed Le. 

Sia »=%9(0) l'equazione della curva BPQE ed r=4(0) Pe 
quazione della curva bpge, siano « e @ gli angoli che OB ed 
OE fanno rispettivamente con Or; e dinoti*A l’area richiesta, > 


allora ' "IIC 
VAS Îl I °° rd0 dr; 
at Y(0) 


poichè l’espressione simbolica qui data dinota il procedimento 
che abbiamo poco.prima stabilito in parole. © : 


2 


Ora fear = 5° quindi 


: (0) al : 
ì [ira= sir 1001, 


Y(0) 
così abbiamo 


È si 
i A=3/ 90-10 4. 


In questa forma possiamo vedere immediatamente la veri N 

l’espressione, poichè OP =%(0) ed Op=U(0), e così, — 
Sai È ; sa 

ale}ras-5|90)}240 

( è della striscia P. p, e la forme 

guale sal limite della somma di 


= È 
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sarà conveniente»d'integrare prima rispetto a 0. In questo caso, 
invece di sommare prima tutti gli ‘elementi come sl, che for- 
mano la striscia PQ7p, sommiamo prima tutti gli elementi 
simili ad sf che sono racchiusi tra i due circoli che limitano 
st e le curve determinate da 0=9(r) e 0=4(r). Così abbiamo 


URI) 
A =[ ii rdr di. 


al yo) 


Alcuni esempii delle formole negli Art. 148 e 150 saranno 
ora considerati; vedremo che ciascuna di queste formole può 
essere usata in un esempio, benchè l’una possa essere più 
conveniente dell'altra. _ 


Hol. Applicheremo le formole per trovare l’area tra i due © 
semicircoli 0PB ed Opb e la linea retta DB. * i 
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mitata da quest’arco, la linea retta Bb, ed il semicirtolo mag- 
giore è 
eh nage=i i 
j | Nydr dl. 
celo 


L'area limitata dal suddetto arco, il semicircolo Opd, ed il 
semicircolo maggiore è 


53 
pe (cost 
/ I rdy dI). 
Ù cos Ni 
e 


La somma di queste due parti esprime l’area richiesta, 


152. Applichiamo le formole polari all’ esempio nell’ Art. 
141, Con S come polo, l'equazione polare della parabola è 


Ka —#(14così)=2a 0 r 00583 =a, in cui 0 è misurato da SB; 


* ne prasazione polare del circolo è r=2@. Quindi, se integria- 
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L'area della porzione che ha ZC per uno dei suoi contorni è 


2r D) 


(3 fasecta 
| Î rd dr. 


(L'area della rimanente porzione è 


pi p_adsecì 
/ J rd0 dr. 


La somma di queste due parti esprime l’area richiesta. 


153. Un buon esempio è fornito dal problema di trovare 
l'area racchiusa tra due raggi vettori e due rami diversi della 
stessa curva polare. 
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in cui r, dinota un raggio vettore qualunque dell'arco este. 
riore, como SQ, ed x, il corrispondente raggio vettore SP 
dell’ arco Mitte, I limiti di 0 saranno d: ati d agli angoli ché 


SB ed SV rispettivamente fanno con la linea iniziale, 


Sì prenda per esempio la spirale di Archimede; sia 0 l'in- 
tero angolo che il raggio vettore ha percorso a partire dalla 
linea iniziale finchè prenda la posizione SP; sicchè ) può eg- 
sere un angolo di ogni grandezza. Per la natura della curva 
abbiamo SP o x=a0, in cui @ è una costante. Se dunque 
CQ è il ramo seguente a BP avremo 


SQ=a(0+27). 


Siano 0, e 0, i valori di 0 per SB ed SV rispettivamente; 
così l'arca BbeC. 
al [a 


= LL 


a? 
= {210 0,)+4720,-0)}. 


154. Lo studente osserverà una certa differenza tra le for-. j 
ole. [la da dy ed I | rai dr, che esprimono l’area di una fi- 


a prima “suppone l’area decomposta in più ret. 
IRA la vera area di un rettangolo. 
e l’ag to di questi rettangoli onde ra) 
i ( ore che può nasceré 
rregolari situati ne 
scuna striscia; ci 
a nel secondo 
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Prendendo il primo termine per rappresentare l’area trasen- 


1 è ARRE 
riamo > (Ar)? A0. Quindi il rapporto del termine trascurato al 


termine ritenuto 


I (Am2A0 Ar 
rarhl “2 


me 


Prendendo Ar sufficientemente piccolo questo rapporto si può i 
rendere tanto piccolo quanto ci piace. Quindi possiamo con- S 
chiudere che la somma dei termini trascurati svanirà ultima- di 
mente in paragone della somma dei termini ritenuti, cioè, 
ogni errore nel limite sparisce. 


Altre formole Polari. 


155. Sia s la lunghezza dell'arco di una curva misurato da 
un punto fisso sino al punto di cui Je coordinate sono r e 0; 
| sia p la perpendicolare dall’origine sulla tangente nell'ultimo 
punto; allora il seno dell'angolo tra questa tangente ed il 


orrispondente raggio vettore è se (Cal. Dif. Art. 310); inol- 


; ; IGO 
È è un’altra espressione per questo seno; quindi Ts A 


ti A l'area tra la curva e certi raggi vettori limiti; 


RT E 

Es 9; Cà Je = = di 
3]1° d0= sfe ds=3f7, 4 
Seas > ca 
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ds hi » dy 
2 { II (Art. 85), 


150. Poichò fas =/r Em dr = 7-9) 


abbiamo 


2 2 
r°- a 
fr così 


"a 5/ ey — a) rdr _ e I xl (2 — a) rd 


anl(e*—22) © 2aly{e-a-®*- a] 


GUI e de È ia; 
c-cll==“ = iti 
2 ] 2) 


VE a 


dz + (c* — a?) | Da 


#2 de _ e2-(e°—a?) 
Nl(e?-a2- 23) 


Nea) | year) 


d 
= (e-a?) al ie, = | v(e-a-2) de 


e eMe-a-#) 
nl sa 2 a 


MEGLIO) er) 


Fori ea - 
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ed il circolo fisso sul quale ruzzola il circolo generatore; il 
risultato è 


— (94 + 20). 
a 


158. Similmente si può trovare nell’ipociceloide l’area tra 
il circolo fisso e,la parte della curva che si estende tra due 
cuspidi consecutive. Se 4 è maggiore di d il risultato è 


Area tra una Curva e la sua Evoluta. 


159. Nelle figure dell'Art. 114, se supponiamo il filo 0 la 
linea P@ muoversi per un piccolo angolo Ao, la figura tra 
le due posizioni della linea e la curva AP si può conside- 
rare ultimamente come un settore di circolo; la sua area sarà 


perciò Lee, in cui g=PQ. Così se A dinota l’intera area | 


limitata dalla curva, la sua evoluta, e due raggi di curva- 
tura corrispondenti ai valori 9, e @, di @, abbiumo 
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Area delle Superficie di Rotazione. Formole rettangolari, 


161. Sia A un punto fisso nella curva APQ; siano #, y le 
coordinate di un punto qualunque P, ed s la lunghezza del- 


(0) 


l'arco AP. Supponiamo che la curva giri intorno l’asse delie 
x, e dinoti S l’area della superficie generata dalla rotazione 
di AP; allora (Cal. Dif. Art. 315) 
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giri intorno all’asse delle + generando così un cilindro retto 
circolare ; sia a la distanza della linea che gira dall'asse delle 
x; allora 


y=ea, 0 =; 


così per l'equazione (2) dell'Art. 161, 


Se 2rfade= 2ran 4 0, 


Supponiamo che.le ‘ascisse dei punti estremi della porzione 
della linea che gira siano t, ed 2; allora la superficie ge- 
nerata 


agfeziella È 
= 2a de=2T4(0,— x). 


I 


| 169 Applicazione al ‘Cono. 


Una linea retta che passa per ]' ‘origine ed è  inelinata E 
l’asse delle x sotto un angolo « giri intorno l’asse delle x, 
| © generi così una superficie conica. Allora 
sett ortrotit into Safp nn Sa 


{Fas 


ally Hoh ue 
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ae Vite (VI 


Quindi per l'equazione (2) dell'Art. 161, 


= 2rfy È de = 2ra far =2max+ 0. 
Yy 


Così la superficie racchiusa tra i piani determinati da 
®=%, ed a=2, è 2Ta(2,- x). 


Quindi l’area di una zona sferica dipende solamente dull’at- 
tezza della zona e dal raggio della sfera, ed è eguale all'area 
che i piani che la terminano taglierebbero da un cilindro col 
suo asse perpendicolare a quei piani e circoscritto alla sfera; 
e così la superficie della sfera intera è 4ra?. Questi risultati 
sono molto importanti. 


165. Applicazione allo Sferoide allungato. 


L'ellisse data da a?y? + b?x2 = 420? giri intorno l’asse delle — 
® che sì suppone coinciderè con l’asse maggiore dell'ellisse; qui 
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Ì 166. Supponiamo che una curva abbia per sua equazione 
î y=%(2), ed un'altra curva abbia per sua equazione y= 0 (2), 
ni e tutte e due le curve girino intorno l'asse delle x. Dinotino 
Ts eds, le lunghezze degli archi misurati da punti fissi nelle 
ì due curve sino al punto che ha per ascissa x. Dinoti Sla 


somma delte aree delle due superficie comprese tra due piani 
perpendicolari all'asse delle x alle distanze x, ed x, rispetti- 
vamente dall'origine. Allora, per l'Art, 161, 


Supponiamo, per esempio, che si abbia una curva divisa 
per metà dalla linea y=4, sicchè possiamo porre y=a+y (2) 
pel ramo superiore ed y=@—y (x) pel ramo inferiore. Quindi 


i a, _1, 
de dx 


, 


da 
iS 4ra di de = 470 fas h 


imiti di sj essendo presi in modo da corrispondere con i 
i assegnati di x. 


uindi, se si ha una curva completa che è bisegata da una 
retta e si fa girare intorno un asse parallelo a questa 
e ad una distanza « da essa e che non taglia la curva, 


intera superficie generata è eguale alla lunghezza 
a moltiplicata per 274. ; Lil 


5 
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cioè, 2rf kds +2 ") V| 0? — (€ -M?} ds. 


Il primò di questi integrali è 2r%s; l’altro è eguale a 


che sì ridurrà a dr fede, cioè, 2rex.' Quindi la superficie ri- 
chiesta si trova prendendo l’espressione 27%s+ 27ex tra limiti 
convenienti. ; 


Area delle superficie di rotazione: Formole polari. 


‘168. Alle volte può essere conveniente di usare coordinate 
polari; così dall Art. 161 deduciamo - 


1, 
s=f2was hi n dI SERE dI, 


ci dle (1 


è ugo os! 


169. Applicazione alla dl 


AREE DELLE CURVE PIANE E DELLE SUPERFICIE. 135 


punto adiacente 7. Per p si'conduca un piano parallelo a quello | 
U delle (®, =), ed un piano parallelo a quello delle (y; 2); an- | 


a per g si conduca un piano parallelo a quello delle (©, 2) 
in piano parallelo a quello delle (y, 3). Questi piani inter- 
anno un elemento pg della superficie curva, e la proie- 
di questo elemento sul piano delle (,y) sarà il rettan- 
Supponiamo che il piano tangente della superficie 
clinato al piano delle (x,y) sotto un angolo y, al 

Si r la geometria solida che Mer: 


IT 3ZN 


Yi 
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ì limiti delle integrazioni essendo dipendenti dalla porzione 
della superficie considerata, 


171. Rispetto al punto ammesso nell’ articolo precedente, il 
lettore sì riferisca alle osservazioni sopra un simile punto nel 
Cal. Dif. Art. 808. Egli può anche consultare il Differential 

vand Integra Calculus di De Morgan, pag. 444, e l' Integrat. 
Calculus di Homersham Cox, pag. 96. 


172. Applicazione alla Sfera. 


Si voglia trovare l’area dell'ottava parte della superficie 
della sfera data dall’ equazione 


dp 4a — a. 
de 


Qui 


È 4% ada dy 
e utt 
cos s=[] Ve ta dr dy T@=#-3 


Oxa nella figura supponiamo 0L=,2; si ponga y, per ZI, 

allora yy, = /(a2—2?), poichè il valore di y, si ottiene dall’e- 
fisgnazione della superficie supponendo 2=0. Se intesriamo ri- 
fppopelto ad y tra i limiti 0 ed y,, sommiamo tutti gli elementi | 

mpresi in una striscia di cui LMUml è la proiezione sul piano 
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173. Come altro esempio si voglia trovare l’area di quella 
parte della superficie data dall’ equazione 


224 (e cosa +y seno)? — a = 0, 


cho è situata nella regione positiva delle coordinate. Questa 

superficie è un cilindro retto circolare, avendo per suo asse 
la linea determinata da 2=0, 2 cosa +ysenz=0, ed 4 è il 
raggio di una sua sezione circolare. Qui 


Mea, dz cosa (d cosa + y senz) 
da E i 
da _ _ Sena (x cosa +y sen) 
dy G i 
È _ [ada dy =/f ade dy 
Col s=[/ a 1 Y{@- @cosa+y seno}. e 


Il piano coordinato delle (7, y) sega la superficie secondo 
le lince rette a=+(rcosa+ysena), e se si prende il segno 
superiore, abbiamo una linea situata nel quadrante positivo 
del piano delle (x, g). | 


Per ottenere il valore di S integriamo prima rispetto ad y 
tra i limiti y=0 ed y=(@—xcosa)coseca; ora 


dy 2 L Re EEA 
J jar — (cosa +ysena)?}  sena @ ; 


ti assegnati, ed otteniamo 


renda questo tra i limi 
= » n L i se 
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il rettangolo Aw Ay, può essere in alcuni casi più conveniente 
di prenderlo in modo che la sua proiezione sia l'elemento po- 
lave rA0 Ar, Così avremo 


Ss = [fsccr rd0 dr. 


Per esempio, supponiamo che si voglia l’area della super- 
ficie ay = @2, che è tagliata dalla superficie 22 +7 gi= ai 


secy= V(i + Sal y ene ed) , poichè 2° + y2 = r2, 


E Î Va +19) 
(d) 


27 5 
AL 2 2\2 13 
Così S ii 9 ra0 dr gal + ar)? — a8}. 


175. Supponiamo =» sen0 cosg, y=r sen0 seno, 2=r così, 
sicehè 7,0, sono le ordinarie coordinate polari di un punto 
_ nello spazio; allora vedremo in appresso che l'equazione 


NE Ei 


si può trasformare in 


s=[/\{: a + E) sen? 0 + (2) rd) de. 


dipendente dimostrazione geometrica si troverà nel | 
and Dublin Mathematical Journal, Vol. 1x, ed an- 
” a Culculus of Operations di Carmichael. 
rsi che in questa formola r= ve at 
174 Soli 10 a con r. 
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\ ® e sì tirino »n—- 1 ordinate ad eguali distanze tra l'ordinata 


Ì iniziale o la finale; allora le ordinate si possono dinotare con 
UAN NERONEETE Uno Uni Quindi possiamo prendere 
R(Yr+Yt + Un) 
"A come un valore approssimato dell’area richiesta. O pure pos- 
ih siamo prendere 
Lì h (CA sh Ys te E Una) 


i 
td come un valore approssimato. 
H 


Possiamo ottenere un’altra approssimazione così; supponiamo 
congiunte le estremità delle ordinate 7m® ed (r + 1)ma; così 


L 
abbiamo un trapezio, l’area del quale è Wta La 


‘somma di tutti questi trapezii dà come un valore approssi- 
mato dell’area 


È Y 
A ETTETTORE RE, 


Questo risultato è infatti la semisomma dei due primi ri0 
sultati. E chiaro che possiamo prendere l’ approssimazione 
tanto vicina quanto ci piace crescendo sufficientemente n. 
177. Il seguente è un altro metodo di approssimazione. Sia 
critta una parabola con l’asse parallelo a quello delle y; 
presentino Y, , %» 173 tre ordinate equidistanti, X la distanza 
I e ni paghe tra Si ed yz. Allora sì Too di 
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che l’area della terza e della quarta parte sia 


h 
3U+M+Y), 


e così di seguito. Così avremo finalmente come risultato ap- 
prossimato 


, : - 
3IUt2 Gt serre Va tYnrtA Yeti +) }. 


Quindi abbiamo la seguente regola: si uniscano insieme la 
prima ordinata, l’ultima ordinata, due volte la somma di tutte 
le altre ordinate dispari, e quattro volte la somma di tutte 
le ordinate pari; indi si moltiplichi il risultato per un terzo 
della comune distanza tra le ordinate. Questa regola è detta 
la Regola di Simpson. 


ESEMPII, 


1. Se A dinota l’area contenuta tra la catenaria, l'asse delle 
, l’asse delle y, ed un'ordinata all'estremità dell’arco 
5, mostrare che A—=cs. L'arco s incomincia dal punto 
2 più basso della curva, 


2. L'intera area della curva 


le | 
ì ESEMPII, 141 | 


r (14 2) | 


G. Trovare l’area del cappio della curva y2 = 
d-% 


Risultato. 2a? (1 - n) i 


7. Trovare l’area limitata dalla curva y? = T0t9 e l’a- 
ti È sintoto ®=@, escludendo il cappio. 
i Risultato. 2a? (143) [pa 
TO, 5 
i 8. as l’intera area tra la curva y°(2a— 2) = 23 i) il 


al suoi asintoti. 

he ‘Risultato. 3ra?. 

9. Trovare l’intera area della curva (y— @?=a2— 92. 
Risultato. na. 


10. Trovare l’area compresa tra le curve. 


y —4daxr=0, 2°—4ay=0. Risultato. Li 


11. Trovare l'intera arca della curva a'y?+ D°a*= a202a?. 


Risultato. jo. Si 
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17. Trovare l’intera area della curva 


2y° (a? + 22 day (a? — 22) + (a? — 2°)? = 0, 
y y ) ) 


Itisultato. a?r LA 24 


18, Trovare l’area della curva 
n) = e sen? lo sen È 
ci TE, 
da x=0 ad e= at. Risultato. 2ac (1 — log 2). 


; Y_ (\° 
19, Trovare l’area-della curva a trag=a ed x =0E 


e dal risultato dedurre l’area dell’iperbole ay=a? tra 
gli stessi limiti. 
20. Trovare l’area dell'ellisse di cui l'equazione è 


DI OE Ò T 
ax 4 2bay + ey? = 1. Risultato. Te=® ini 


.21. Trovare l’area di un cappio della curva 7? = a? cos 20. 
È ( —=- i È 2 


. di 
Risultato. D 


ESEMPII. 
Trovare l’intera area della curva 
(82 + y2) = da?0? + 40272, Risultato. 2r (a? + b?). 
. Trovare l’intera area della curva 


Uli ; Te? 
SEGNI. Ris E (A 
SÙ pi risultato Dal (a? -+ 5°). 


. Trovare l’area del cappio della curva 
da* 


— 3axy +a3=0. Risultato. at 


. Trovare l’area del cappio della curva 


rcosìò=@acos20. Risultato. (2 - 5) az 


. Trovare l’area della curva 
az 


= TE = osd @ =D coÈD) + db così, 


ti 
mas 

@= a 

In una spirale logaritmica trovare l’area tra la curva e 
I raggi vettori condotti dal uu 


a essendo maggiore di b. Risultato. 
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88. Trovare l’intera area della curva #=@ così +D, in cui 4 
è maggiore di d. Trovare ancora l’area del cappio in- 
terno, 


39. Se w ed y sono le coordinate di un'iperbole equilatera 
2 y*=a?, mostrare che 


2a 2u 2u 2u 


(NR esa aliena 
n=s(e+é ©), y=g(d 2 #), 


in cui w è l’area intercetta tra la curva, il raggio vet- 
tore centrale, e l’asse. 


40. Trovare l’intera area della curva che è il luogo dell’ in- 
tersezione di due normali di un’ellisse ad angoli retti. 


n Iisultato. n (a—-b). 
Si può mostrare che l'equazione della curva è 


12 (a? + 02) (a? sen* 0 + 0? cos?0)? 


= (a — 03)? (a? sen?0 — D? così 0)? 


1. Trovare l’area racchiusa tra un arco qualunque descritto 
] ità del raggio vettore di una spirale in una 

I apleta pozione, e la linea retta che congiunge 

arco. 3 per esempio, de equazione dell 
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x 


45. Ancora della curva y = de”, 


9 CIT 
46. Ancora della catenaria p==(e"+e °). 
47. Mostrare che l’intera superficie di uno sferoide schiac- - 
ciato è 


alito dirla) DI 
di ian © log 


2ra 


48: Una cicloide gira intorno la tangente al vertice; mostrare 
È , 32 
che l’intera superficie generata è ro. 


49. Una cicloide gira intorno alla sua base; mostrare che l’in- 


7 64 
tera superficie generata è 7 na? i; a 


tera superficie generata è Sta? (I 


. L’intera superficie generata dalla rotazione della trattrice | 
intorno l’asse delle @ è 4re?. È 
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» bi. Trovare [ ©, in cui dS rappresenta un elemento di su. 


perficie, e p la perpendicolare dall’ origine sul piano 
tangente dell'elemento, l'integrale essendo esteso su 
È butto Dellissoide 49241 
- utto o a 


» x 


. 4r DI I 
Risultuto. Zabe (a?b? + D?c® 4 c2a2), 


x )( 147 )( 


si CAPITOLO VII. 
Volume dei solidi. # d 


L'ormole che racchiudono Semplice Integrazione. 
IR Solido di Rotazione. 5 î 
i 


178. Sia A un punto fisso di una curva AP@, e P un altro 
punto sulla curva di cui le coordinate sono x ed y. Giri la 


x tan? a E 
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Dinoti Y, il volume quando il punto P ha #, per sua ascig 
sa, o }, il volume quando il punto P ha x, per sua ascissa; 


così 


Mnaeya) + 0, 
VA S Y(7») le 0, 


onde V,-Hn=Y)-d@)=t fee 
Li 


179. Applicazione al Cono retto circolare. 


Una linea retta passi per l'origine e faccia un angolo « con 
l’asse delle x; allora questa linea retta genererà un cono retto 
circolare girando intorno l’asse delle x. Qui y=ttana; dosì 


T tana 
n 23 


3 +0, 


v3i Tian ’doe= 


Supponiamo x,=0, e sia r=x, tana; così il Vol: divie 


o Trxo 
cioè, 


3, ) 3 
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Supponiamo x,=0, allora il volume diviene 2amz,?, cioè 
Ty, in cui y,° = 40,; così il volume è la metàdi quello 
2 


di un cilindro che ha la stessa altezza, cioè ,, e la stessa 
base, cioò il circolo di y, è il raggio. 


182. Applicazione al Solido formato da una Cieloide. 


Giri una cicloide intorno il suo asse; qui (Cal. Dif. Art. 358) 
y= N Qar— 2°) + a vers?! 7 


L'integrazione è meglio effettuata ponendo per x ed y i loro 
valori in termini di 0 (Cal. Dif. Art. 358). Così 


nfo «ul + sen 0)? sen0) de 


Per ottenere il volume a da- una semicicloide RS 


0 sono 0 e x. 5 5 


fo send d9 = — li così safe = 
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183. Questa formola per il volume di un solido di rota- 
zione , V=|my? da, simile alle altre che abbiamo notate, è 


una di cui la verità è manifesta, appena si è compresa la 
notazione del Calcolo Integrale. Nella figura dell’ Art. 128, 
so PM è y ed IIN sia dinotato da Ax, allora Ty? Ax è il va- 
lore del solido generato dalla rotazione di IXNpP intorno 
l’asse delle x. Così 2ry2Ax differirà dal volume generato dalla 
rotazione di ADEB per la somma dei volumi che sono gene- 
rati da PpQ, e l’ultima somma svanirà nel limite. Così il 
volume generato dalla rotazione di ADEB è eguale al limite 


di Yry Ax, cioè, ad fr de. 


184. Similmente, se V dinota il volume limitato dalla su- 
perficie formata da una curva che gira intorno l’ asse delle y, 
e da piani perpendicolari all’asse delle y, avremo 


Vira dy. 


E, come nell’Art, 178, avremo 


= neffà Ta dy. 


185. s pponiamo he due curve girino intorno Lo asso del 
pu due superficie, 
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lela all'asse delle 7; allora abbiamo g(2)=a+y(2) e Una a-y(a), 
in cuni y (@) dinota una funzione di x. Così 


-{4@)}}= dex), 
e Via ul] 4a y (2) da. 


Supponiamo che le ascisse dei punti estremi della curva siano 
%, cd @, allora il volume generato dalla rotazione della curva 


chiusa intorno l’asse delle x è dan [ ya) de. E 2° 7 (2) de 


è l’area della curva chiusa, sicchè il volume è eguale al pro- 
dotto di 2at per l’area. Questa dimostrazione suppone che la 


curva generatrice sia posta interamente da una parte dell’asse 
delle 2. 


Se la curva generatrice è il circolo dato da 
(e- MP +(y-l)=e2; 


abbiamo re? per la sua area, e quindi ‘2%e?7? per il volume 
generato dalla sua rotazione intorno l’asse delle x. 


187. In simil modo se le curve 2 = UM) a=V (4), girano 
intorno l’asse delle y otteniamo per il volume limitato 
| queste "aaa e da piani perpendicolari all 23) pe ) 
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Il volume del solido sarà perciò il limite di X9 (@) Ar, cioè, 
sarà [@ (©) de; i limiti dell’integrazione dipenderanno dal par- 
ticolare solido o porzione di solido che si considera, 
199. Applicazione ad un Ellissoide. 
L'equazione dell’ellissoide è 
2 
0 PEA 
Sul De e =1 ù 
se si fa una sezione con un piano perpendicolare. all’asse 
delle ® ad una distanza x dall'origine, il contorno della se- 


zione è un’ ellisse, di cui i semiassi sono 5(1-5) 
a 


e Vla = 2) ; quindi l'area di questa ellisse è qde (i = 3) RO 
questo è perciò il valore di @(e). Quindi il volume dell’ ek 


aa di) _ 4rabe 
=[{,we(1 a), 


lissoide 


190. Applicazione ad una Bigapiae. 


IRONIA una piramide, che 
ti unque ; sia A l’area 
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Questa investigazione vale ancora per un cono, di eui la base 
è una curva chiusa qualunque, 


191. Come esempio troveremo il volume compreso tra un'i- 
perboloide ad una falda, il suo cono asintotico e due piani 
perpendicolari al loro asse comune. 


Sia l’equazione dell’iperboloide 
e quella del cono 


Se si fa una sezione della prima superficie con un piano 

perpendicolare all'asse delle x e ad una distanza x dall'ori- 
2 

gine, il contorno è un’ellisse di cui l’area è mbe (+ DE 

la sezione fatta nella seconda superficie dallo stesso piano ha 


o | dea? SL 
anche per suo contorno un’ ellisse, e la sua area è Tuna Onde 


la differenza delle aree è de. Quindi il volume richiesto, sup 


ponendolo limitato dai piani 2 =, ed 2=%,, è 


TL, 


‘abeda, cioè, nbe (a 


154 VOLUMI DEI SOLIDI. 


il perimetro del circolo descritto da s. Quindi il volume ge- 
7 : : ezi i eg "A FATA 
nerato dalla figura BZed, o da una porzione di essa, sarà il 


(0) 


limite della somma di termini come 2ry Ax Ay. Dinoti Y il 
volume richiesto, allora 


V=25/[yaedy; 3 7 


ì limiti dell’ integrazione essendo presi in modo da includere. 


tti gli elementi del volume richiesto. E, 


Ty 


| Questo volume è l'eccesso dell’ emisfero generato dalla rota 
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195. Così nel precedente articolo dividiamo il solido in a- 
nellì elementari, di cui 277 Ax Ay è il tipo; nella prima in- 
tegrazione riuniamo un numero di questi anelli, in modo da 
formare una figura, che è la differenza di due strati circolari 
concentrici; nella seconda integrazione riuniamo tutte queste 
figure e così otteniamo il volume del solido richiesto. 


196. Supponiamo la figura che Ley intorno l’asse delle x | 
limitata dalle curve 2 = (y) ed 2=4 (y), e dalle linee rette -_di 
y=% ed y=%,; allora applicando la formola per V sarà | 
conveniente di integrare prima rispetto ad 2; così 


9(U) 
=2n[ n ydy dx. 
UA 


In questo caso nell’ Re. rispetto ad x riuniamo tutti 
gli elementi simili a 27y Ay Ax che hanno lo stesso raggio y, 
sicchè la somma degli elementi è un sottile gUSOO cilindrico, di x 
cui Ay è la spessezza, y il raggio, e © (y) — UV (4) l’altezza, Così soa 


pa SMOETIONITI 


197. Come un esempio delle formole precedenti, si cere 
il volume del solido generato dalla rotazione dell’area ALB 
intorno l’asse delle « nella figura già data nell’ Art. 


zione di SZB sul paraboloide generato dalla rotazione ( 
il risultato è su conosciuto, e De le 
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Inoltre, si cerchi il volume generato dalla rotazione di 
LDC intorno Vasse delle x. Sia ora la direzione positiva del- 
l'asse delle # a dritta, allora l'equazione di LC è y°=4a(a +2) 
e quella di ZD è y° = 4a? — #?. Sia Y il volume richiesto, 


allora 
20 (V(40°+40x) 
r=| [i 2ry de dy. 


V(ha?—xw?) 


Se vogliamo integrare prima rispetto ad 7, dobbiamo, co- 
me nell’Art, 141, supporre la figura ZDC Tionor in due par- 
ti; così 1 


20 ca uh ; 
ref, 55 dvdude Ha J gta? 2ny ay da 
4a 


198. Similmente, se un solido è formato dalla rotazione di 9 


una curva intorno l'asso delle y, abbiamo 


cî V= ([2re dy dx. 


199. Procediamo ora a considerare un solido qualunque. 
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Ù | superficie, © + Ae, y+ Ay, 2+ Az le coordinate di un punto 
tai | adiacente q. Per p si conducano i piani paralleli ai piani 
dh, } coordinati delle (©, 2) ed (Y, 2); per 4 si tirino anche i piani 


paralleli agli stessi piani coordinati. Questi quattro piani rac- 
chiuderanno tra loro una colonna, di cui PQ è la base e Pp 
l’altezza. Il volume di questa colonna sarà ultimamente zAx Ay, 
ed il volume tra una porzione assegnata della data superficie 
ed il piano delle (x,y) si troverà prendendo il limite della 
somma di una serie di termini come zAx Ay. Dinoti V questo 


volume, allora 
v=ffsac dy. ll 


L'equazione della superficie dà 2 come una funzione di x 
ed y; i limiti dell’integrazione debbono essere presi in modo 
da includere tutti gli elementi del solido proposto. 


Se integriamo prima rispetto ad y, sommiamo le colonne 
che formano uno strato compreso tra due piani perpendico- 
lari all'asse delle x; così i limiti dell’integrazione rispetto. 
ad y possono essere funzioni di x, ed otterremo 


fi=f®, 
bi cui f(x) è in fatti l’area della sezione del solido cons 
rato fatta da un piano perpendicolare all’asse delle x 
| distanza x dall'origine. Allora finalmente 
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S'integri prima rispetto ad y, allora i limiti di y sono 0 


2 
ed LI, cioò, 0 e d NIC DS È); otteniamo così la somma di 


5 
(hi 

tutte le colonne che formano lo strato tra i piani Lp? ed Mqm. 
Ora tra i limiti assegnati 


i o) 1) -Z( ht I 
NC a dè (i 4 ) az)? 


così 7=l T be (i - 2) da. 
4 (3 


I limiti di # sono 0 ed a; otteniamo così la somma di 
tutti gli strati che sono compresi nel solido V0ABC. Quindi 
tabe 


0) 


201. Supponiamo la data superficie determinata da Xy=az,; 
‘e sì cerchi il volume limitato dal piano delle (x, 7), dalla su- 
perficie data, e dai quattro piani #=x,, €=%,, Y=Ya Y=YOS 
Qui il volume è dato da i a È F 
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i Uli LE rat 
Ora [/ydy=;, ed ì limiti di y sono 


k-y{—(0-1?} o b+v{e-(e-h? }. 


SA 


Così otteniamo 2h {e - (a H°}. 


Così finalmente ‘il volume richiesto 


22le ayl|{e-(e-M} da, 


in cui ì limiti di #2 sono R—c ed RK e. 
Ed fe N}c- (a-h?} ae=[@-M V{e—- @- 2} da 


+afyie- (e-M} de. 
Sì ponga *-/X=4; così otteniamo 


five- mai] Je- va : 
i a 


I limiti di # sono — e e +c; onde il risultato Nes ; ed 


2 
E li 27 
a cal volume richiesto è - E E 
Questo risultato però suppone che xy sia positivo tr 
imiti dell’integrazione ; cioè, il circolo determinato 
(@_ + (4 Dia è. supposto giacere interamente. 
5 i 
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Dall'equazione della superficie £ si può esprimere come una 
funzione di r e 0, 

Per esempio, si voglia il volume compreso tra il piano 

=0, e le superficie @2+y?=4az ed y*=2cx—x?. Qui 


n= Fedi ed i limiti di » e 0 debbono essere tali da esten- 


dere l'integrazione sull'intera area del circolo y2 = 2cx — 72 
Sia r,=2e così; allora il volume richiesto 


173 
2[ Siae 
ci 


compreso tra il pmi: 
susa ione è È 
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i 161 
Nun dr 
0a così j e° rar= 2 o 
all : F 
\ | ‘an 
di | pd | Ad = 2a. 
ima, UÙ A 
dna Quindi il volume richiesto è ae?. 


Formole che racchiudono Tripla Inlegrazione. 


205. Nella figura dell'Art, 199, supponiamo che si tiri una 
serie di piani perpendicolari all’asse delle 2; sia z la distanza 
di un piano dall'origine e 2-4 Az la distanza del seguente, 
Questi piani intercettano dalla colonna pgPQ un parallelepi- 
pedo rettangolo elementare, il volume del quale è Ax Ay Ae. 
L'intero solido si può considerare come il limite della somma 
di tali elementi. Quindi se Y dinota il suo volume, 


v= J Îl de dy de. 


206. Si cerchi il volume di una porzione del cilindro 
terminato dall’equazione - 


ay —2ax=0, 
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é 


Lib 

allora si. genererà un anello solido , di cui il volume è 
2rr sen0 rA0 Ar, poichè 27 sen) è la circonferenza di cir 
colo descritta dal punto di cui le coordinate polari sono + e 0. 
Dinoti € L'angolo che il piano dell’elemento in una posizione 
qualunque fa con la posizione iniziale del piano, 4 -+ Av l'an- 
golo che il piano in una posizione consecutiva fa col piano 
iniziale; allora la parte dell'anello solido che è intercetta tra 
ìl piano rotante in queste due posizioni sta all'intero anello 
nella stessa proporzione come Ag sta a 2r. Quindi il volume 
di questa parte intercetta è 


12 send Ag A0 Ar. 


questo giri intorno la linea iniziale per un angolo 2x7 


Questa è perciò un'espressione in coordinate polari per nn 
elemento di un solido qualunque. Quindi il volume dell’in- 
tero solido si può trovare prendendo il limite della somma di È 
tali elementi; cioè, se V dinota il volume richiesto, 


v=[fr send do d0 dr. 2 S 


I limiti dell’integrazione debbono essere presi in modo da 
includere nell’integrazione tutti gli elementi del solido pri 
posto. Lo studente si rammenterà che r dinota la distanza di 

n punto dall'origine, 0 l'angolo che questa distanza fa con 
a retta fissa condotta per l'origine, e 9 l'angolo che il piano 
per questa distanza e per la retta fissa fa con ùn 

fisso che passa per la retta fissa. 2 


dell'ottava parte della sfera. 
Se - SÌ 


esempio, che si ‘applichi la formol: 
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Ì ramidale, che ha il suo vertice al centro della sfera, © per 
+0 sua base l'elemento curvilineo di superficie sferica, che è di- 
Ù notato da a? sen0 Ag Al. 

‘ ) S'integri in seguito rispetto a 0; abbiamo 

w ; 

N fsen0 ab = — coso; 

L) 

i [STAGNI T 

la ì limiti di 0 sono 0 05; così 


Integrando così rispetto a 0, riuniamo tutte le piramidi 
ad 

to 

del solido contenuto tra i due piani condotti per la linea fissa 

corrispondenti a 9 e 9+ Av. 


simili ad —- sen0 A9A0 che formano uno strato cuneiforme 


Finalmente, s'integri rispetto a 9 da 0 a 5: così 


questo esempio le integrazioni si possono est 
ente [ 
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Qui il volume richiesto 


m (ar ra(1+così) 
j r? sen0 di de dr 
0 


Li (1 + cos0)* sen0 d0. 


8ras 


Sì troverà che questo è = 30° 


PSEMPII. 


1. Se la curva y° (€ — 4a) = ax (ec — 3a) gira intorno l’asse 
delle x, il volume generato tra 2=0 ed a=34 è 


sa 5- (15 - 1610g2). 
Sa co cicloide gira intorno alla tangente al vertice; mo- 
— strare che il volume generato dalla curva è n° dî. 


_3. Una cicloide gira intorno alla sua i mostrare che 
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i vare il volume di un segmento qualunque; e mostrare 
| che esso può esprimersi con 


L il 2 
+e — g 2) o con Th (È + sl 


S) 


in cui è è l’altezza del segmento, e d, €, x sono i raggi 
delle sue basi e della sezione media. Dedurre le espres- 
sioni per il volume di un cono e di uno sferoide. 


9. Trovare con l'integrazione il volume racchiuso tra un cono 
retto il di cui angolo al vertice è di 60°, ed una sfera 
di dato raggio che lo tocca lungo un circolo. 


Pri 
Itisultato. 2: 


10. Se un paraboloide ha il suo vertice nella base, e l’asse 
sulla superficie di un cilindro, il cilindro sarà diviso 
in due parti che stanno come 3 : 5 dalla superficie del 
paraboloide ; l'altezza ed il diametro della base del ci- 
lindro ed il lato retto del ne ga essendo tutti eguali, 
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14. Trovare il volume del solido formato dalla rotazione della 
curva (22 + 72) = ax? + 024? intorno l’asse delle x, sup- 
ponendo a maggiore di d, Mostrare ciò che il risultato 
diviene quando «= d. 

ti; tale 

dy(ar—D8) ° db i 


È (2a? + 308) 4 + 


Risultato. 
15. Determinare il volume del solido generato dalla rotazione 
della curva (02 + 72)? = a2r? + b?y? intorno l’asse delle 
Y, supponendo a maggiore di d. Mostrare ciò che il ri- 
Sultato diviene quando a = db. 
Ta —, V(a? — 02) 


(29? TTT 
Risultato. Feo + 3a) D+ >= pa 3 


16. Trovare il volume del solido formato dalla rotazione della 
curva (Y° + 2°)* = a* (x? — y?) intorno l’asse delle x. 


; mos _1) 
Risultato. 2) NE) 3 108 (14 y/2) 3) 


. Un paraboloide di n ha il suo asse che coincide. 
( i diametro di una sfera, ed il suo vertice fuori 
3 trovare il pe TO Fao della sfera 

paraboloide. 
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volume racchiuso dalla superficie formata dalla curva è 


Rei 


{10 — 


compreso tra le superficie definite dalle 
equazioni 
a 4Y°=c2, 04 y=ax, 2=0. 
illustrando con figure il progresso della sommazione. 


Ira 
Risultato. Ta 


ol, Se ,S è una superficie chiusa, dS un elemento di S in- 
torno un punto P ad una distanza » da un punto fisso 
O, e © l'angolo che la normale in P condotta all’ in- 
dentro fa con il raggio vettore OP, mostrare che il vo- 
lume contenuto dalla superficie 


1 
=3J r0089 08, 


la sommazione essendo estesa sull'intera superficie. 


Prendendo il centro di un ellissoide per il punto 0, 
plicare questa formola a trovare il suo volume, in- 
petrando geometricamente i passi dell’ integrazione. : 


l valore di J Î ; i dx dy de. sul volume di un 
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25. Stabilire tra quali limiti debbono effettuarsi le integra- 


zioni in 


/ | | da dy dz 


per ottenere il volume contenuto tra la superficie co- 
nica di cui l'equazione è 

s=a_ (e +79), 
ed i piani di cui le equazioni sono x = ed #=0; e 
trovare il volume con questo o con altro metodo. 


da 2a3 
Itisultato. “È 


26. Stabilire tra quali limiti si debbono prendere le integra- 
zioni per ottenere il volume del solido contenuto tra le 
due superficie ce=mx*+ny?.e #=a2+Dy; e mostrare 


È STEGS 
che il volume è SH quando 


man === 


27. Una cavità è giustamente ampia abbastanza da permettere 
fe î 
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8n+27 /3— 64 we” 64-27 /3-2x 


Volumi, 9 oe a; 


in cui @ è il raggio della base del cono o cilindro. 
929. Trovare il volume del cono-cuneo determinato da 


che è contenuto tra i piani x=0 ed a=a. 


2 
Risultato. ee j 


Un conoide è generato da una linea retta che si appoggia 
all’asse delle # ed è perpendicolare ad esso. Due se- 
zioni sono fatte da piani paralleli, i due piani essendo © 
paralleli all’ asse delle z., Mostrare che il volume del 
— conoide racchiuso tra i piani è eguale al prodotto della 
| distanza tra i poi per la semi- somma delle uree delle 
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CAPITOLO IX. 


Differenziazione di un integrale rispetto ad una quantità 
qualunque che esso può racchiudere. 


- 211. È alle volte necessario di differenziare un integrale ri- 
spetto a qualche quantità che esso racchiude; questa quistione 
andremo ora a considerare. 


n Db 
Si voglia il coefficiente differenziale di | 4(x) dx rispetto a 


v, supponendo che % (x) non contenga bed a sia indipen- 


dente da d. 
b 
(77 -[ (a) dx; 
vi Cai 2 


ato in D+ AD, in conseguenza di che « di 


i DIFF 


Diminuiscano AD e A» senza limite; così 
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du 
a Pa 
do 90) 
Hi 212. Similmente, se difforenziamo « rispetto ad @, suppo- 


 nendo che g(2) non contenga a, e d sia indipendente da 4, 
"otteniamo 
pi ì du 


tag Tad): 


213. Supponiamo che ©(r) contenga una, quantità c, e si 


voglia trovare il coefficiente differenziale di | @(«) de rispetto 
a e, supponendo « e d indipendenti da c. È 

Invece di ©(w) sarà conveniente di scrivere (x, c), sicchè 
la presenza della quantità c possa essere più chiaramente in- 
dicata; si dinoti l'integrale con v, così 


b 
«=| (x, c) de. 
(Cd) 


iviene u+ Au; così 


Si supponga c mutato in c + Ac, in conseguenza di che x Sa 
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Quando Ac è diminuito indefinitamente, il secondo integrale 
È svanisce; poichè esso non è maggiore di (0 — a) g', in cui o 
a è il più gran valore che g può avere, e g' ultimamente sva- 
Il i nisce. Quindi, procedendo al limite, abbiamo 

du Th de(x, c) 


SIAT (101 
de ilo Si 


214. Si deve notare che l’articolo precedente suppone che 
nè 4 nè È sia infinito; se, per esempio, d fosse infinito; non 
potremmo asserire che (b — a) g' debba necessariamente sya- 
nire nel limite. 


215. Abbiamo adunque mostrato nellArt. 213 che 


a [ bdo (a, 
[e 94=| SO 


a 


- Indicheremo un'utile applicazione di questa equazione. Sup- 
poniamo che (x, c) sia la funzione di cui ®(x, c) è il coeffi- 
ciente differenziale rispetto ad x, e che y(€,c) sia la funzione | 
dea, 0) 
de 


di cui 


è il coefficiente differenziale rispetto ad 2; così 


(1) si può scrivere a 


dy (6 d 
sro i ACOSTA ci=y(4,0)..... (2); 


amo che d non si trovi in 9(, c), e che @ sia anch 
te da 0; allora (2)sfpuotserivere = = pane 


seit 


<= 
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dispensarei dallo scriverla, e porre (4) sotto la forma 


[dp(a, e), _d 
I Sol ande, ce) da. 


de 


x x 1 
T Per esempio, sia 9 (7,0) = Tupda 


(in 
fee c) da 5 - L tan! ca, 


ts Gute)=/z(T77a) 
così x 7 al Gea Wrap dr. 


2ca? , 
Ares de. 


; allora 


Così dal conoscere i valori di e Î possiamo dedurre 


+ c' ca jenenz 
con la differenziazione il valore dell’integrale più complicato 
2a? < 


f A+ 2? de. 
é di 
216. Si cerchi il coefficiente differenziale di / or, c)da < 
‘unzioni di e. 


etto a c quando d ed a sono tutte e due 


ti l'integrale con w; allora 2 costa di tre termini, 


nte dal fatto che da Di contiene o, uno dal fatto 
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; RAMA ? Pit IA 
Dagli altri termini in <P otteniamo con la differenziazione 


Cal de(h, c) (db\® , do (6, c) db 
©) (UN.o, 7 


ETA db de de de 


Pa do Da c) Zi do (a, c) da 
Pali (@, c) 


det T) Go ae” 


2 da 
uf d*g(c, c) do 
a 


der — de? 


d2b cui ce) (db 94 LL c) db 
Oda (Ra 


Von da _dg(a, 6) SE 2 de(a, e) da 


de? da de de de’ 


i A du 
Similmente si possono trovare 78 ‘ ed i coefficienti differen: 
ziali di QUEIO Superiore di w. i 


8 può dare la seguente illustrazione geometrica de 


ur | 
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é (IL 

vi Ho OM =a, ON =D, ill 
il MM'= Na,  NN'= A il 
ti) (HI 
| î Allora w dinota l'arca PMNQ, ed u-+ Aw dinota V arca Îl | 
DO parn'o'. Quindi {II 
I 
Au= P'paQ' + QNN'q- PMM'p, | | 

If 

Au P'paQ QNN'a PMM”p Il 

Fe be Ido. do Ro° |, 


Si può vedere facilmente che il limite del primo termine 


i » IT 
è il limite di Î SO da, che il limite del se- 
n È 


a 


AD pepe 
condo termine è il limite di @ (db, c) so , e che il limite del 


zo termine è il limite di 9 (4, ga TV E. Ciò dà il risultato 
Art. 216. È 


x Esempio. Trovare una curva tale che l’area tra la cur- 
asse delle 7, ed un'ordinata qualunque ; serbi un rap- 
o costante al rettangolo COULD da quell’ iaia e dalla 
pondente ascissa. na 
poniamo che O) sia l’ ordinata della curva per l’ ascissa 
g() de esprime l’area tra la cuiva, l’asse delle 


ta ©(c): quindi per la supposizione dobbi 
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Con l’integrazione logg (c) = (n — 1) loge + costante; 
così (0) = Ao 1, 


e 0) = A, 


che determina la curva richiesta. 


220. Trovare la forma di @(x), in modo che per tutt'i va- 
lori di e 


I tig} do , 
I RESO SI 
IN s° da 
Ù n 
Per la supposizione 
{ 2 el? 2 
RACC] de=t[ {p@jtar. 


Sì differenzii rispetto a €; così - 


È CORANO EZATOE 


E 1 5 ti 
= 1-3) eOP=,, o PM da. 


rispetto STRA 


RISPETTO AD UNA QUANTITÀ. 
in cui A è una costante; così abbiamo finalmente 


2-n 
(a) = Ag? A), 


Questa è la soluzione di un problema nella Statica Anali- 

tica, che sì può enunciare così. La distanza del centro di gra- 
li s A 5 7 ai 

yità di un segmento di un solido di rotazione dal vertice è 


| sempre —, Ma parte dell'altezza del segmento; trovare la curva 


| generatrice, La richiesta equazione è y=9(%). 


221. Trovare la forma di 9 (x) sicchè l'integrale ° g(0) do 


oN(e- a) 


sia indipendente da c. 
Si dinotì l'integrale con v, e supponiamo 7 =; così 
-/E (e) de _ [! leg(ca) de 
JSoy(e-a) Jo y(1—-2)" 
Poichè v deve essere indipendente da c, il coefficiente dif- 
enziale di w rispetto a c deve svanire. Ora 


ED, s gog (c2) 
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Questa è la soluzione di un problema in Dinamica, che si 
può enunciare così. Trovare una curva, tale che il tempo della 
discesa per un arco della curva da un punto qualunque al 
punto infimo sia sempre lo stesso. Se s dinota l’arco della 
curva misurato dal punto infimo, € l’ascissa orizzontale dell’e- 
stremità di s, allora abbiamo 


ed (8224 Vr; 


sicchè la curva è una cicloide (Art. 72). 
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1. Se la linea retta SP,P,P, incontra tre spire successivo 
di una spirale equiangola, la di cui equazione è r=d!, 
nei punti P,, P,, P,, trovare l’area racchiusa tra 
P,P,, P,Pz, e le linee curve P,P,, P,P,. 


Iisultato. (PP). A 


4log,@ 
Trovare l’area della curva y*— ary? + at = 0, 


Ta? /2 


3 pupeliato. To 


area della curva 228 + y29_ a? (nti, in 


dei 
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' 


5, Trovare la porzione del cilindro #?+y°—rx=0 intercetta 


tra i piani 


ag+by+ca=0, ed a'r+0Y+ce=0. 


Iisultato. pdl) 5 

4 80 
. 6. Trovare il volume del solido limitato dal paraboloide 
y+e2=4a (x + a) e la sfera a+ +22= c?, suppo- 


nendo € maggiore di a. 
i "n 
Risultato. 274 (e- 2); 
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CAPITOLO X. 


Integrali ellittici. 


292. Gl’integrali ani fue 1-c?sen?0) 40, ed 
doi 


i TIR Tone 00 "i si chiamano funzioni ellittiche 


o èntegrali ellittici del primo, secondo, e terzo ordine rispet- 
tivamente; il primo è dinotato con Ple, 0), il secondo con. 
E(c, 0), ed il terzo con Ii(c, a, 0). Gl'integrali si suppongono 
presi tutti tra i limiti 0 e 0, sicchè essi svaniscono con 0; _ 
. 6 si chiama l amplitudine della funzione. La costante c è sup 
posta minore dell’unità; essa si chiama il modulo della fun- 
zione, La costante a, che sì trova nella funzione del terzo o: 
EL, si chiama L parametro. Quando gl’integrali sono pre 


«tra i limiti 0 e 5 essi si chiamano funzioni complete; cioè, 


amplitudine di una funzione completa è 5 
[ ‘secondo integrale ellittico esprime la lunghezza . 
ne dell’ arco di un’ ellisse misurato dall’ estr 
nore, eccentricità dell’ ellisse essendo il m 
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in cuì p è una costante; allora sarà 
i così cosg — sen0) seng 4/(1— c? sen? p) = cosp.. 


i Si considerino 0 e 9 come funzioni di una nuova variabile 
t, e si differenzii l’equazione data; così 


È È il do it do — 0 n) 


V(1- e? sen?0) dt sa N(1— e? sen? e) di 


Ora siccome # è una nuova variabile arbitraria, siamo in 
libertà di prendere 


di = yA- e sen0), 3E 


così dall'equazione (1) 


do _ DIO 

vee sen? g). ; 
| Si elevino a quadrato queste due equazioni e si differenzii; © 
così 5 È, 


d°0 d°o 


spes c? sen 0 così, qa —c? seno cos, : 


: SERI È sa (sen 20 + sen2o). 
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db 
onde log Ta log sen y + costante, 
di ( 


du 


AR 4 > 
quindi pra Aseny Î 


e LR sai 
e similmente dl — sen d 


in cui A e 2 sono costanti. 


Quindi Aseny 6 =Bsend L ; 
onde A cosy= Bcosd+ C 
Ora dalla data equazione originale vediamo che se 9=0 
i F(c,0)=PF(,p); 
onde allora O=p e y=U=4; 
così da (3). (A — B) cosp= 0; 
ì : È A cos() — 9) = B cos(0 +9) + (A- 5) cosu; 
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226. La relazione ora trovata si può mettere sotto una for- I 


Ù ma diversa. Si liberi l’equazione dai radicali; così I | 
x x S | 


| (cos 0 cos g — cos p)® = (1 — 0? sen? pi) sen? 0 sen? 9; 
“W I onde VU 
cos? 0 4 cos? @ + cos? — 2 così cos g cos. | 


=1—c?sen?y sen? 0 sen? g, 
Si aggiunga cos° 9 cos° y. ai due membri e si trasponga; così 
(così — cos 9 cos )? 
= 1— cos°w — cos*y. + cos? 9 cos y.— c? sen? y. sen? 0) sen* 
= sen? sen? p. (1 — c° sen?0);; 
quindi. così = cosg cosp. + seng senp. y/(1 — e? sen?6). 


| Si è preso il segno positivo del radicale, poichè quando 
0=0, dobbiamo avere g= y. 


227. Mostreremo ora come una funzione ellittica del primo 
ordine si può far dipendere da un’altra con un etalo dif- 
 ferente. È 


Dinoti Fl, 0) de funzione; sì dia 


sen2@ ss 
ca Gr E 


do È pese o 
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Non si aggiungo costante, poichè % svanisce con 0. Così 


P(c)= "(ci 9), in cui 


sen 29 
RTS 2° 3 e tan0= no. è 
(1+0)? C+ cos 2g 


L'ultima relazione si può scrivere così; 
csen) = sen(29 — 0). 
Possiamo notare che e, è maggiore di. e, poichè 
ef___4 
ci ed+o 
e poichè e è minore dell’unità, 4 è maggiore di c (14 0)?, 
Se g=î allora 0=7r; così 


5’ 


mar (a3)= F69=2F (6, 5). 


228. Daremo ancora una proposizione su questo soggetto 

con lo stabilire una relazione tra le funzioni ellittiche del 
do ordine, analoga a quella pre nell’Art. 225 pe 
| funzioni del primo CIRC; 
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Ma son?0 + sen? + 2 così cos g cosp 
=14 cos?y +e? sen?0 sen?9 son? |; 


d (sen0 sen %) 


così f' (0) = e? senp TO 


Quindi, con l'integrazione, 


f (0) = e? sen0 sen g seny. 


Non sì aggiunge costante, poichè /(0) evidentemente sva- 
nisco con 0. 


ESEMPII DIVERSI. 


1. Trovare l’intero volume del solido limitato dalla super- 
ficie di cui l'equazione è 

cei 

N° +92) 


3 di i 
Risultato. Fi supponendo il radicale ristretto al 


— (+92). 


segno positivo. * 
rovare l’intero volume del solido limitato dalla super- 
ficie di cui l'equazione è, + 
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Nu tegrazione essendo estesa su tutta la superficie della 


Î. sfera. 

il ) 2ra 1 1 RADI, 
) | i Risultato, cn-2 let? C+rari! m cui 
a è ìl raggio della sfera, e c la distanza del punto 


fisso dal centro della sfera. 


5. Un cilindro è costruito sopra un solo cappio della curva 
r=acosn0 avendo le sue generatrici perpendicolari 
al piano di questa curva; determinare l’area della 
porzione della superficie della sfera 22 + y2 + 22 = 42 
intercettata dal cilindro; determinare ancora il volume 
del cilindro intercettato dalla sfera. 


Miculigri area = +e 5- 1) ; 


il volume CAST segna 


6. Trovare il volume del solido generato dalla rotazione della 
parte chiusa i curva 


= Sd se 0 
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9, Il centro di un osagono regolare si muove lungo un dia- 
3; metro di un circolo dato (raggio = a), il piano dell’ e- 
10 sagono essendo perpendicolare a questo diametro e la. 
sua grandezza variando in modo che una delle sue dia- 
gonali coincida sempre con una corda del circolo; mo- 
strare che il volume del solido generato è 2343. Mo- È 
strare ancora che la superficie del solido è E 


e —_— at (27488) 


È fan da —=ir( 3) in gp 
toy Rax-a?) / (2%) 3a POSSO SRL 
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CAPITOLO XI. 


Cambiamento delle variabili in un integrale 
multiplo. 


vr” Abbiamo veduto nell’ Art. di che il doppio integrale 
Î J © (x,y) dr dy è eguale ad iL) 9(2,y) dy dx quando i li- 
a 
muti sono costanti, cioè, un cambiamento nell'ordine dell’in- : 
tegrazione non produce alcun cambiamento nei limiti delle s 
due integrazioni. Ma quando i limiti della prima integrazioni 
sono funzioni dell’altra variabile, questa proprietà non ha pi 
luogo, come abbiamo veduto in diversi esempii nei capito! 


| Settimo ed ottavo. Diamo qui per aggiunta alcuni pochi 


sempii. : 


122305 Cambia l'ordine dell’integrazione in 


U pv(af-x?) = E 
"i 99) dedy. 


CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI ETC. 189 


estenda dall'asse delle x al contorno di un circolo, che ha il 
centro nell origine, ed il raggio eguale ad a. Allora |’ inte- 
grazione rispetto ad x si estende dall’ asse delle y all’ estremo 
punto A del quadrante. Così se consideriamo z= @ (@,7) co- 
me l'equazione di una superficie, il precedente doppio inte- 
grale rappresenta il volume di quel solido che è contenuto 
{ira la superficie, il piano delle (r, y), ed una linea che: si 
muove perpendicolarmente a questo piano lungo il contorno” 
OAPBO. 

h È quindi chiavo dalla figura che se prima si esegue l' in- 
È tegrazione rispetto ad x, i limiti saranno 0=0 ed = /(a°—y?), 
e poi i limiti di y saranno y=0 ed y=a. Così l'integrale 


trasformato è 
a ay?) 
fi) (£,Y) dy dx. 
CAO 


231. Cambiare l'ordine dell’integrazione in 


Gi 20 così 
f f g(r, 0) 1d0 dr. 
0) 0 7 
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| Così l'integrale trasformato è 


* 
P20 PcosT1 97 

j | si) (1,0) n dr dd. 
0 


40 


sta 


282. Cambiare l'ordine dell’integrazione in 


ma 0a-r 
/ I . 9(0,9) de dy. 
ola 
za 


PP _TrEZE 


pf ad y= 3a -2. 


ad una ui OLD, ed de 
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233. Cambiare l'ordine dell’integrazione in 


ni pet) | 
| | q(0, y) da dy. i) 
Jola | 
Qui l'integrazione rispetto ad y è presa da y=% sino ad | i 
=x(2— 2). L'equazione y=® rappresenta una linea retta, 
ed y=(2—) rappresenta una parabola. Il lettore troverà 
esaminando una figura, che l'integrale trasformato è 


1 [y 
| i g(£,Y) dy de. 
0) a-V(1-y) 


234. Cambiare l'ordine dell’integrazione in 


A (L+24 
f I q(x, y) da dy. 
0 


v(a2—x2) 


È Qui l'integrazione rispetto ad y è presa da y = J(at— a?) 
ad y=x+ 2a. L'equazione y= y (a*— a?) rappresenta un 
pe” circolo, ed y=%-+ 2a rappresenta una linea retta. Il lettore 
troverà esaminando una figura, che quando si esegue prima 
’integrazione rispetto ad 2, l'integrale deve essere separato 


tre porzioni; l'integrale trasformato è Se 


y)ay de 
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gli spazii QADCU è CDB. Per lo spazio 0ADC dobbiamo in- 


7 , U 
tegrare da 2=0 ad #=a, e poi da y=0 ady= Tali Per 


x 


N 


1°) 


D) Tr ——- X 


lo spazio CDB dobbiamo integrare da x=0 ad a=2 028) DP 


e poi da ‘ur 


" ad y=1. Così l'integrale trasformato è 


î ETTOE) 
NICACI 


a Tha TS 7 ì È de 
DITZIA 1 SE, 9) dy de. 
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Qui l'integrazione si può considerare essere estesa per una 
piramide, ed i piani che la limitano sono dati dalle equazioni 


e=0#4=Y, g=; n= 


L'integrale sì può trasformare in diversi modi, e così ot- 


teniamo 
3 ca pa (Y 
4 i [ iu) Q(0,y, 2) dyda dz, 
0Jy40 
Y 
o TI "frei y,è)dyde da, 
a ca (a 
o ICI Q(r,y,2) Ud dy dr, 
otzly 


a (fe (0 
o i j I Q(a,y, 2) de dedy, 
o0J0tz > 


gi a (a (L 
0 Tio 9 (0, 2) de dx dy. a 
oJiziziz ; { 


Queste trasformazioni si possono verificare ponendo per 
@(x,y, 2) qualche funzione semplice, così che gl'integrali si 
possano attualmente ‘ottenere; per esempio, se rimpiazziamo | 


> (2,Y, 2) con l’unità: troviamo si come il valore di una qua 
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un integrale multiplo. Incominciamo dal caso di un integrale 
doppio, 


239, Il problema da risolvere è il seguente. Si voglia tra- 


sformare il doppio integrale I] Vdxdy, in cui V è una fun- 


zione di x ed y, in un altro doppio integrale nel quale le va- 
riabili sono w e v, le antiche e le nuove variabili essendo le- 
gate dalle equazioni , 


Pi (CRIUAICA v)=0, 9a (1, Y U0)=0 ae (1). 


Supponiamo che l'integrale primitivo debba prendersi tra 


limiti conosciuti di y ed 4; siccome integriamo prima rispetto 
ad y, i limiti di y possono essere funzioni di x. Naturalmente 
integrando rispetto ad y si riguarda x come costante. 


Trasformiamo prima 1 integrale rispetto ad y in un inte- 


grale rispetto a v. Ciò teoreticamente è molto semplice; dalle 


equazioni (1) si elimini w ed otteriamo Y come una funzione | 


di x e è, sia 
; BICI 
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ì 
in î graro sono conosciuti, potremo da (2) conoscere i valori limiti 
LIO di v, tra i quali dobbiamo integrare. Si osserverà, che nel 
ì dy ; : v il 
LT trovare + da (2), si suppose x costante; si fa così perchè, 
N 0 


come già sì è osservato, quando integriamo l’espressione pro- 
posta rispetto ad y dobbiamo considerare x costante. 


Il passo seguente consiste nel cambiare l'ordine delle pre- 
dette integrazioni rispetto ad ® e v, cioè, eseguire prima l'in- 
tegrazione rispetto ad x. Questo è un soggetto che abbiamo 
giù esaminato; non si deve far altro che determinare conve- 
nientemente i nuovi limiti. Così supponendo stabilito questo 
punto, abbiamo cambiata l'espressione primitiva in 


[ye v) dv da. 


Rimane ad eliminare la x da questa espressione e rimpiaz- 
zarla con u. Procediamo precisamente come sopra. Dalle equa- 
zioni (1) si elimini y, ed otteniamo # come una funzione di 
ved u, sia i 

ni È » 


Sao ae nene OI 


i ; =, U) . 
dalla quale Sila onss = 
5 | de=y(0,) du si 


(ol 
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Abbiamo dato così la completa soluzione teoretica del pro- 
blema; rimane solamente ad aggiungere un metodo pretico 
per determinare U'(x, 0) ey/(v, 4); a questo ora procediamo 

5 dly A 
Osserviamo che ù'(1,v) 0 Tr deve trovarsi dalle equazio- 
da ci 
ni (1) eliminando «, considerando # costante; ciò che gesue 
(=) 
vale esattamente lo stesso; da (1) 


do, dy de, du do, 
dy dov du dv dv 


=0, 


) 


dg, dy , do, du de, 
dy dv du dv dv 


= 


du 
Sì elimini Fi così 


dg dy de, dg, dy , deg 
dy dv ' dv _U do ' dv 


Ti Tea 

du 
dei dda do, de: 
du dv 
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I 

Mu . . a dy | 
Ù LÌ Da questo equazioni eliminando —“ troviamo 
MI du 
Î | 
ANI de de, de de, \ 
LA j da E du dy  dy du | | 

“% du do, de, do, dg 


dy de do dy DA 
Questo adunque è equivalente a y' (v, «). 


do, de, deide, 
dv du du dv 

do, de, dg dg, 

dy da da dy 


Così w' (2,0) (= 


Quindi la conclusione si è che 


de, deg do, di 


dv du du dv £ 
Var di TTT ade ra 4), 
fr Y TRA ©. 


dopo eseguite le differenziazioni, dobbiamo porre per. 
Lx ed Y i loro valori in termini di w e v da voi de 
3 CALL i valori di rey GORIPEO sostituirsi in IE 
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Così possiamo scrivere 


RI na / 


n -(dady da dh) ì 
[| Vada dy =// J (ar Cr iaE n dv du .... (6). 


Le formole in (4) e (6) sono quelle che si danno ordina- 
riamente; esse contengono una soluzione semplice del pro- 
blema proposto in quei casi in cui i limiti delle nuove inte- 
grazioni sono manifesti. Ma in alcuni esempii la difficoltà di 
determinare i limiti delle nuove integrazioni sarà molto gran- 
de, e per assicurare un risultato corretto sarà necessario in- 
vece di usare queste formole, di procedere precisamente nel 
modo indicato nella teoria, togliendo una per volta ciascuna 
delle antiche variabili. 


240. Ciò che segue è un esempio. 


a (6 
Si voglia trasformare I i Vdx dy, essendo date 
oto 


y+ta=u, a yu 


: Dalle equazioni date abbiamo 


4 
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è . » . 
Dalle date equazioni che legano le antiche e Je nuove va- 
jabili eliminiamo #; così abbiamo 
x va dy T 
v= onde — =; 
y 1-o' do (dA- 0) 
limiti.y=0 ed y=D, corrispondono rispettivamente v = 0 
ASI 
= j così 
db4ta 


È a pd a i 
3 ui vardy=["| Vado ard: 
È 0/0 0/0 


)obbiamo ora cambiare l'ordine dell’integrazione in 
b 
a dra 
JI Va (1-0)? dr dv. 
oto 


quistione è stata risoluta nell’Art. 235; quindi otte- 


1a 


pa cd ora da da 
| fvazdw=/7], MAAPRDEITO 
(One fe. 0 x 
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Se a =» l'integrale trasformato diviene 


1 a a 


2 (av fi su 
/ J V'udvdu + ] V'udv du. 
o/o 1So 


2 


Se a è infinito, questi due termini si riuniscono nella sola 


espressione 
1 (0 
fi) V'udvdu. 
oJo 


241. Secondo Esempio. Si voglia trasformare 


ce a 
I { Vax dy. 
0/0 


essendo dato y+a=«,y=uv. 


Si esegua l’intera operazione come sopra; sicchè poniamo 


dy T 


Quando y=0 abbiamo v=0, e quando y=e—x abbiamo 


da 


egrale sì trasforma in 


Ea 
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; Ù 3 
242. Perzo Esempio. Trasformare [| Vdxdy in un doppio 
integrale con le variabili » 6 0, supponendo 


= 06080, y=xrsen0. 


ò (dk Hi 
cm preso porre 0 per © ed » per w nelle formole generali: 
cos 


I 2 i 20=7r: 
mae 7 rcos0 +7 sen?0 =; 


e l'integrale trasformato è i 
i V'rdd dr, 


è una trasformazione con la quale lo studente pro- 
nente è già familiare; i limiti naturalmente si debbono 
modo che ogni elemento che entra nell’ integrale 
trovi anche nell’integrale trasformato. 


are un caso particolare di questo esempio, Sup- 
ntegral 


202 CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI. 


Così togliendo gli accenti possiamo scrivere 


Ile (ax 4 by) de dy =// (ka) dx dy, 


in cui X= V(a2 +02). I limiti saranno generalmente diversi 
mei due integrali; quelli a dritta debbono essere determinati 
con un esame speciale, corrispondenti ai dati limiti a sinistra. 


(GI 4 
243, Quarto Esempio. Trasformare f.{ Vdady, essendo 
CHIC 
dato 


r=u+ dv, y=but+ av, a>b. 


Sì elimini w, così ay—dx=(a*— 22) v, e la prima trasfor- 
mazione dà 


= a? — 6? i) 
È sei AI Vida dv, 


-3Sp 


dova: ola 
in cui V, è ciò che diviene V quando si pone oli 


@ 
er y. In seguito si muti l'ordine dell’ ipa, ciò dà 


a-h? 


2f sl x dv da. 
#5 (ni 5 


eta 
SIC @-> uv 


la Prima ng; 


le ct 
CS) 
zione; cid 


7, dedi 
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sempio, se V è l’unità, il valore dell’integrale primitivo come 
del irasformato è 5. 


1 
244. Quinto Esempio. L'area di una superficie è data dal- 
l'integrale 


CINE Si 2) (Art. 170); 


voglia trasformarlo in un integrale rispetto a 0 e ©, es- 
ndo dato 


g= così, t=rsenl coso, y=r senl seno. 


equazione nota della superficie 2 è data in termini di 
Y; quindi sostituendo abbiamo un'equazione che dà + 
emini di 0 e g. 

emo prima la trasformazione per dx dy: 
= son 0089 + rcosìcosg, 


86) 
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x de dedoe de dy 
Abbiamo ed dy di 


de dz dx a de dy 
do dedg’ dydo' 


1 dr 
Inoltre CA — così — rsen0, 
dd 


de , o a x 
Così 5 è una frazione di cui il numeratore è 


de dy dz dy 
è : di de , dp dI 


cioè, (È così — y sen DIE senò seno + 7 sen0 cos 2) 


dr 
“e di senbseng+rcostsene), 


- —rseno Do +7 sen) così 0089 dr r° sen" 0 coso, 
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cc 


È rt sent) +,* (27 2) +12 sont (2) 
due). (i ep 
dy dea 

7° sen?) (7 cos 9 + sen0 7) 


e finalmente l'integrale trasformato è 


\2 e\2) 
Merate (ine (8) ri 


245. Non vi sarà difficoltà ora nella trasformazione di un 
integrale triplo. Supponiamo che V sia una funzione di x, y, 2, 


Ne che I Var dy dz debba trasformarsi in un integrale triplo 


rispetto a tre muove variabili «,v,w, che sono legate ad 
14,8 da tre equazioni. Dall investigazione dell’ Art. 239, 
iamo prevedere che il risultato prenderà la suna forma più 
plice quando le antiche variabili sono date esplicitamente 

ini delle Deore: Supponiamo adunque 


fi, (U, Va f° Ù =f(, Vi ); (da fa, Ù, 10) (A (1) 


ima l’integrale. rispetto a 2 in un integrale. 
te li zione per 2 riguardiamo x ed 
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RA du dv 
Sl eliminino — e —- 
dwe  dw 

de N 


dw_ di, di dh dh 


; così troviamo 


du dv du dv 
in cui 


if (aRh4df Aff df, df(dhdf  df, df, 
= Sa(7h da ao) CA(CA di dh ?) 


n do\du do du dv)’ du\du dv du dv 


4 e (CU; dla dl dl 
dw \du dv du dv) 


Quindi l'integrale si trasforma in 


du de du dv 


in cui V, dinota ciò che diviene V quando si sostituisce per 
z il suo valore in termini di x, ye w. Dobbiamo inoltre de- 
terminare i limiti di w dai dati limiti di 2. In seguito dob-. 
biamo cambiare l’ordine dell’integrazione per y e w, e quindi 


procedere come sopra a togliere y ed introdurre v. Alora do- 
remmo di nuovo cambiare l’ordine dell’ integrazione per 
er v ed ©, e finalmente togliere 2 ed introdurre 
ii gioverà procedere 
1 e trasformato 
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| e l'integrale finalmente si trasforma in 


Il VNdw dv du, 
in cui Y' è ciò che diviene Y quando per x, y e 2, si sosti- 
tuiscono i loro valori in termini di w, v, e w. 


To studente non avrà ora alcuna difficoltà nell’investigare 
il caso più complicato, in cui le antiche e nuove variabili sono 
legate da equazioni della forma 


| » si Di (0, Y,8 U,0v,w= 0) 
i 9 Ga (1,7, 2,u,0,w=0k.... Mia, e). 
Pa (0,Y, 2, U,0,w)=0 


208 CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI 


| 246. Può essere instruttivo di illustrare queste trasforma 
| zioni geometricamente. Incominciamo con l'integrale doppio 


Sia [ ] Vax dy un integrale doppio, che si debba prendere ] 


utti i alori di 2 ed y compresi dentro il contorno ABCD: 


n 
ata, IN UN INTEGRALE MULTIPLO. 209 
Ur L 
ui) (9 della quale 7, (#,y) ha un certo valore costante v + dv. Di- 
 notino ora ©, y le coordinate di P; procederemo ad esprimere 
; le coordinate di @, S, ed R. 
di Le coordinate di @ si trovano da quelle di 2, cambiando 
v in 04 Èv; quindi da (1) esse sono ultimamente, quando dv 
hi È : 
"| è indefinitamente piccolo, 


Be n Va, 
dv 0° y dv 


Similmente le coordinate di S si trovano da quelle di P 
‘cambiando « in u+dw; quindi da (1) esse sono ultimamente 


i da CITA 
ki Lt Tn ed y + an i 


e coordinate di & si trovano da quelle di P cambiando 
me vin w4 dure v in v+ dv; quindi da (1) esse sono 
ente 


n do du dv 


ati mostrano che P, Q, PR, S sono ultimamente 
di un parallelogrammo. L'area di questo pa- 
può prend senza errore nel limite per 
vilinea P( L'espressione per l’area 
ate dei suoi ver- — 
e l’area del pa- 
CA i ab- 


i debba praî 


pntorno 4 JI 
pe vote 
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l'integrale trasformato, possiamo supporre che s'integri prima 
rispetto a v, sicchè « sia tenuta costante ; ciò equivale a pren- 
dere tutti gli elementi come PQRS, che formano una striscia 
come AA'C'C. Allora l'integrazione rispetto ad w equivale a 
prendere tutte le strisce come AA’C'C che sono contenute 
dentro al contorno assegnato ABCD. 


247. Procediamo ad illustrare geometricamente la trasfor- 
mazione di un integrale triplo. 
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| Oraattribuendo un valore costante qualunque ad v, la pri- 
«ma delle equazioni (2) si può considerare come rappresentante 
una superficie, e dando successivamente diversi valori costanti 
‘ad wu abbiamo una serie di superficie. Supponiamo esservi una 
E uperficie in ogni punto della quale 7, (1, y, £) abbia il valore 
costante , e siano i quattro punti P, B, D, C su questa su- 
ficie; inoltre supponiamo esservi una superficie in ogni 
unto della quale Z°,(r,y,) abbia il valore costante x+dx, 
è siano ì quattro punti A, 7, G, E in questa superficie. $i- 
milmente si suppongano P, A, 2, € sulla superficie in ogni 
punto della quale ,(1,y,2) ha il valore costante v, e B,D,G,F 
ulla superficie in ogni punto della quale Y,(£, y, 2) ha il 
ore costante v+2v. Finalmente si suppongano P, A, 7, B 
ulla superficie in ogni punto della quale 7} (7, y, 2) ha il 
lore costante w, e C, D, G, E sulla superficie in ogni punto 
della quale F3(®,y, 2) ha il valore costante w + dw. 


Dinotino ora x,y, le coordinate di P; procederemo ad 
rimere le coordinate degli altri punti. Le coordinate di A 
o da quelle di P cambiando « in w+ du; quindi 

esse sono ultimamente quando du è indefinitamente 


d du, ne du. 


e di B si trovano da quelle di P cambiando v 
(1) esse sono ultimamente 
uri sa 


2192 CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI 


Questi risultati mostrano che P, A, B, 0, D,E,F,G sono 
Ultimamente situati ai vertici di un parallelepipedo ; ed il vo- 
lume di questo parallelepipedo si può prendere senza errore 
nel limite per il volume del solido limitato dalle sei super- 
ficie di cui abbiamo parlato. Ora per un noto teorema il vo- 
lume di un tetraedro si può esprimere in termini delle coor- 
dinate dei suoi vertici, ed il volume del parallelepipedo PG 
è sei volte quello del tetraedro ABPC. Quindi abbiamo final- 
mente per il volume del parallelepipedo 


(da @ de dy de)  dy (E da dz sì 
tldu \do do dodo) du\dvdo du do 


du dv dw + Nu dv èw poniamo. 


de (da dy dr dl 
) 


Quindi il triplo integrale si trasforma in 


de dw dv dv 


xf[f du d0 du; 


l’ambiguità nel segno sparirà in un esempio in cui si cono- 
cano i limiti dell’intesrazione. 


Abbiamo dato ora la teoria della trasformazione degl’in-. 
doppii e tripli; il punto essenziale nella nostra inve- 


attenzione su qu 
] teoria del so 
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i Supponiamo che [fran dy debba trasformarsi in un inte- 


grule rispetto a due muove variabili # e v di cui le antiche 
abili sono note funzioni. 


Siano sottoposte le variabili a cangiamenti infinitesimi: così 


da da 
do = Di du + Pri 


dy 
dy= ca du + 
nell'espressione primitiva Vdx dy nel formare dr sup- 
0 y costante, cioè, dy=0; quindi (2) diviene 


a questa dv e si sostituisca in (1); così 


; dy upponiamo 7 costante, 
o supporre du=0; così 
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in modo da includere ogni elemento che era incluso dai ]i- 
miti antichi. 


250. Similmente nel trasformare un integrale triplo 


Î Vada dy dz 


sì procedeva come segue. Siano le nuove variabili w, v, wi; 
nel formare dg dobbiamo supporre ® ed y costanti; così ab 
biamo 


de=T ug E 04 dw, 


(0= de dt ui © do +4 do, 


_dy dy dy 
Tor du+— rice A dw, 


al Ndw 
; uu mita 


ando dy dobbiamo riguardare x “e 2 con 
bbiamo riguardare w come cos 
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cioè, per (1) e (2) supponiamo w e v costanti; così 


MU Da (1), @), e (8) 
na da dy de = Ndu dv dw. 


I, LI t 
Ola 


| 251. Lo studente che desidera studiare la storia di questo 
soggetto può trarre partito dalle opere seguenti. Lacroix, 041- 
0 Diff. et Intégrat Vol. 11, p. 205; ancora le indicazioni 
elle più antiche autorità si troveranno nella pagina x1, della 
vola annessa a questo volume. De Morgan, Diff. and In- 
al Caleulus, p. 392, Moigno, Calcul Diff. et Intégral , 
ol. ir, p. 214; Ostrogradsky, Mémoires de V Académie de 
Petersbourg, Sixième Série, 1838, p. 401, Catalan, M- 
oîres Couronnés par V Académie ... de Bruxelles, Vol. xiv, 
Boole, Cambridge Mathematical Journal, Vol. iv, p. 20. 
Ewercices d’Analyse et de Physique Mathématique, 
p. 128. Svanberg, Nova Acta Regiae Societatis Scien- 
Ipsaliensis, Vol. xmr, 1847, p. 1, De Morgan, Zran- 
the Cambridge Phil. Society, Vol. 1x, P. [133]. 
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3% } i p 
4, Trasformare I Vada dy, in cui y= x ed r= ni 
Ù t 
JJ I 
Se i limiti di y sono 0 ed ed i limiti di # sono 


0 ed a, trovare i limiti dell’integrale trasformato. 


(1+%) 
Itisultato. JT V'v(1+%7? du dv. 


5. Trasformare Il e7 (£°+22Vcos441°) dx dy da coordinate rettan- 


golari a polari, e quindi mostrare che se i limiti sì di 
x che di y sono zero e l’infinito, il valore dell’inte- 


rale sarà a 
Di ,? seno. 


a sd 
6. Trasformare I | (e, y) de di) in coordinate polari, ed in- 
olo 


dicare i limiti per ciascun ordine nell’integrale tra- 
sformato. 


Mostrare che 


AE La 
RIO 


svi te rali doppii « e i che 
vet, i 
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9, Trasformare [fe 7° da dy in un integrale doppio in cui 


i 
À x 
» e è sonò le variabili indipendenti essendo Da t ed 
12=0%+y2; e se i limiti di x ed y siano per ciascuna 
0 ed co, trovare i limiti di r e 4. 
; 00 dl 
Risultato. Ere 
ilo Lr 
È 10. Se w ed y sono date come funzioni di r e 0, trasformare 


Si 


l'integrale Î/ de dy dz in un altro in cui le variabili 


sono x,0 ez; e sez=rcos0 ed y=rsen0, trovare 
il volume Hiohiaso dalle quattro superficie di cui le 
equazioni sono r=@, £=0, 0=0, e #=mrcosl. 


2? mceos) d0 de = - i 
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14. Trasformare l'integrale triplo [fre 2)de dydz in uno 
nel quale le variabili indipendenti sono 7, Y/,", essendo A 
dato d (2,y,8,r)=0; e cambiare le variabili nel sud- 
detto integrale da x,y, ad r, 0, ©, essendo dato 
YU (@,y,2,9)=0, d,(Y,2,7,0)=0, U,(-,1,0,9=0 


"dy dYyy dd, 

‘de 
Risultato. — di di da fi (1,0, 6) dr di do, 
Be; dy dy, dda 


da dy de 


15. Trasformare l'integrale doppio 


J da ayfft + Dl sf d)), 


. in cui x,y, sono legate dall’equazione x°4y?+22=1 , 
in un integrale in termini di 0 e 9, avendo queste re- 
lazioni, 
c=seng /(1- m? sen?0), y= così coso, 
z=sen0 /(1-n?sen?o),  m+n2=1. 


Quindi Sigostraro e che 
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Se a+y+e=u, 04-y=u0, y=uvw, dimostrare che 


) 0 0 fo VO; i 
> J ] I V dx dy de -[ i) Vu?v du dv dv. 
: 0JoJo Oileyifao 


MS, = 0080, , 
x,=rsend, così, , 


xx = sen), sen0, così, , 


Tn =7 Send, sen0, ... sen0,_3 c0sÙn_1 


%,=tsen0, sen0,... sen0,_, send,_,, 
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CAPITOLO XII. 
Integrali definiti. 


252. Quando si conosce l'integrale indefinito di una fun- 
zione, possiamo ottenere immediatamente il valore dell’inte- 
grale definito corrispondente a limiti assegnati della variabi- 


. le. Alle volte però possiamo assegnare con metodi «speciali il da 


valore di un integrale definito mentre non possiamo espri- 
mere l’integrale indefinito in una forma finita; alle volte senza 
trovare attualmente il valore di un integrale definito possia- — 


mo mostrare che esso possiede proprietà importanti. In alcun 
 casì nei quali si può trovare'l’ integrale indefinito di una fun- | 
zione, l'integrale definito tra certi limiti può avere un va 
lore degno di nota, per la forma semplice nella quale 
presso. In questo capitolo daremo esempii di qu 
gensralie i 
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Rappresenti «+8 yV(-1) ed 2-8 V(-1) una coppia di ra- 
dici immaginarie di 1 (2) =0; allora la frazione quadratica cor- 


rispondente della serie nella quale si può decomporre Da È 
IC; 
sì può rappresentare con ) 
2A (x -- 0) + 2B6 


le costanti A e B essendo date dall’equazione 


(aa) + f? : o 
i I 


AIAR AE - il 
STONE De rta) Cr 20: 

25 do Ra 
(SE ni G i 


Mi 0 2504 
3 To (E SCETIE 2Br. E 


(e- a) da LIS gli tat, ME 
noltre ue @Zat FR BI: 


‘che’ l’ultimo integrale tra i-limiti ‘assegnati è 
a parte negativa è numericamente eguale alla 
te. is Così a rappresenta ia er dell” ur 


Ora 
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e si conosce per la teoria delle equazioni che i valori di 
a+ y(-1) si ottengono di ll’ espressione 
(2r+1)T 

2 


1) sen 


dando ad » successivamente i valori 0,1,2,... sino ad n—1. 
Così, pel teorema di Demoivre, 


{a+ ‘) Ni 1) java = cosg + y/(- 1) seng, 
in cui 


QoioTi ro, 


g=(2n - -2mA)- ER Cu 


. sicchè 


cosg+y/(-1)seno=— cos(2r4+1)0+y(-1)sen(2r+1)0, 


si 5 2m+1 
in cul È 0 Te 
Mm. 
Quindi — 


Ce 1 
dai “i PiCdan Tcos(21+1)0+ y(-1)son(2r+1)0 


_eosCriD0t ieLena D a 


INTEGRALI DEFINITI. 223 


ui ; (O e da 
È chiaro chè | Tai è la metà del risultato precedente, 


ol+a? 
cioè 
(2) qa da T 
ds 0 i + <a my 1 °° 
: Qmsen 
î n 


255. Nell'ultima formola dell'articolo precedente si ponga 


SER .2 
x = y, e si suppongu sala =k; così otteniamo» 
Sy dy SE: Mic 


1 = 0} 


Questo risultato vale quando % ha un valore qualunque com- 
preso tra 0 ed 1. Poichè la sola restrizione sugl’interi posi- 


pri m ed n si è che m deve essere minore di-n, e quinta 


mt 1 
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La sola restrizione sulle quantità positive 7 ed s si è che s 
devo essere minore di r. 


Lo studente probabilmente non troverà alcuna seria diffi- 
coltà nel metodo che abbiamo indicato per dimostrare la ve- 
rità dell'equazione (1) quando % è una frazione che ha un 

x denominatore dispari allorchè è ridotta a minimi termini; 
nonpertanto si possono fare aleune poche osservazioni che sta: 
biliranno la proposizione decisivamente, e che serviranno an- 
che come utili esercizii sull’argomento del presente capitolo. | 


so (N09 (in | 
u=/ yo dy. 
o 14y o 


Sia 


Usi ni 5 
allora u= UCAmsc, fer. È 
ol+y ol4+gy 2 


1 
e ponendo per Y troviamo che 


» 


pes dy | 2 de. 
11+y Jol+e® 


== 


= = a=fta 
= chess RE 3 o 1+y 


1 lo È Se ; 
Ed gt _y 8) dy i ( 
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ea ; i rank vani 5 
Ora dinoti È una frazione ridotta a minimi termini, in cui 


i... i ., I 

| f è un intero dispari; e sia p un intero pari. Sia ht ; il 
Î UNI i 

i x i 
uri ML 5 22008 | | 
i j e be e %, dinoti 8 Siano %,, %,, x i MEDI di Il 
VI gray I 
è fi quando per % si sostituiscono %,, %», %, rispettiva- | 
i 


. mente. Allora dall'equazione (1) 


Di T 
ed ug=——_- . 
sent,t senkyt _ 


Ora possiamo prendere p tanto grande in modo che 7, e %, 


1 
35 ed allora 
per ciò che si è dedotto dall’equazione (2) ne segue che w, 
eve giacere numericamente tra v, ed uz. Così la differenza 
Ta 4, ed w, 0 «3 deve essere minore della differenza tra %, 
e quindi « fortiori la differenza tra u, e —"— deve 
© DE senkyr 
ore della differenza tra w, ed u. Quindi siccome p > 


siano entrambi maggiori o entrambi minori di 


Ò crescere indefinitamente abbiamo finalmente %, oa ca 
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il Z 

| Daremo ora alcune delle proprietà di questi integrali; le 
| costanti in questi integrali, che abbiamo indicate con 2, m,w 
tdi 


sì suppongono positive in tutto ciò che segue. 


257. Nel primo integrale Euleriano si ponga x=1—g; 


« Mi 
così fi aur(d- "A da =| gA (1 -—2)1dz: 
o 0 


questo mostra che le costanti 7 ed m si possono scambiare 
senza alterare il valore dell’integrale; cioè, 


BUl,m=B(m,l). 


Di più nel primo integrale Euleriano si ponga x = 1 y 


1 ‘vw a 
4 (1A do—- Cra 
so È È dd -A1 da =[ degl 


Nello stesso integrale si ponga #= 


si così 


= gf sta >< 


= ” n = sp allora abbiamo 
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ù n 
Poichè Î eda = — e abbiamo I e da=1; cioè, 
0 


TR ((11)) SRO ERI enon (2). 
Da (1) e (2) vediamo che se » è un intero 
T(Mn+1)= ILA 
Quando » non è un intero possiamo con l’uso ripetuto .del- 
l'equazione (1) far dipendere il valore di I'(n) in cùi n è 
— maggiore dell'unità da quello di T'(m) in cui m è minore del- 
fo l'unità. ; 
«260. Ponendo kr=£ abbiamo 
‘0 ‘0 
I e gA de= i 2° 
0 k"]o 


261. Dimostreremo ora un’ equazione importante che lega 
due integrali Euleriani. 


il doppio integrale i | gm yo (+) Aydg 
0 ad x; otteniamo ‘così, per l'Art. 260.” 


Teen 
Of A 
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262. Nel risultato dell’ articolo precedente, supponiamo 


| 4 14 m=1; così, se w è minore dell'unità, 
il me 
I È . YA dy 
=T(MmM)T(1-m 
ID 7 (mm) P( ) 


poichè T(1)=1. Quindi, per l'Art. 255, se m è minore del- 
l'unità 


TMIr(1-m)= 
Ga Cini sen mr ® 


| 263. Si ponga nell’ultimo risultato m=3; allora 
1 1 
10) (6) T (3) =T, 
onde date oa) 1 Gc) = 
3 Di e 


Daremo un’altra dimostrazione dell’ultimo risultato. 


Sia = Di aste da; allora è chiaro che w ancora 


= safe ey? dy ; 
efrraifoa 
4 : 0 ey; 


39-V dody. (Art, 66). 
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era — 1 a LL : À 
il limite di î quando # diminuisce indefinitamente è log £; 


quindi 


ny _ pl\nei 
(1og 1) toto di(- © ; 


‘così possiamo scrivere 


( dl È (- he DIE sen 
0g È Sii ra Y 


in cui y è una quantità che diminuisce senza limite al pari 


Si ponga h= Li allora, per l’ Art. 258, 

i iis 1 
NET Ji (1-0) do + fi yda. 

el primo integrale si ponga 2=2%; così 
MO i visan [2° CESAR 


0) supporre r un Se sla l’integrale a dritta, = 
3: 2 : 
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ia 


| K F x e: sen NT 
il l’espressione a dritta si conosce che è eguale a 
i mt 
i così 3 mt 
| . ri -mI'(1+m= i 

| sen mt 


ui 
onde rMmM)rl-m=——- (Art. 
sen Mt 
266. Stabiliremo ora l'equazione seguente, » essendo un 
intero, 


9 = AAA 
lo! G) r (È) I (È ET (È ) = (27) ® n 
n n n n 


Prima si supponga n dispari; nell Art. 262 si ponga per 
n=-1 


ve Sino ad 
> 2n 


o 


m successivamente —,—, — , e si moltipli- 
3 nN°N 
chi; così 


3 NA 
pesi . T 2 
(3) T (8) I I "nr ZZZ 
n N n \_n T 27 
= o " Si sen-sen— ... sen — 
S n n 


NA 


COCA 
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| che ora dimostreremo. Dinoti % (0) 
: 
1 
n° (©) U(s+ - 
nr (na) 


dobbiamo allora mostrare che %(#)= eni 
Abbiamo 


nICR (04 1)F (c+143) Lia 221) 
n n 
nl (na + n) 
a Pe) Gi 
= ICEZEIO CERTO 
=9 (0). 
ppi. Q(e+2)= g(e+1)= SIL e procedendo così 


e - 


9@=9(0+ m), 


um può essere tanto grande quanto ci piace. Laico : 

eguale al limite di % (yu) quando p. è infinito ; così | 
essere indipendente da %, cioè, deve avere lo stesso 
ue e quindi © (2) deve avere lo. stesso va- 
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e N de, 
Di più, in crm —— gi ponga 


o: (0-49) c+a 


sì otteniamo 
i 1 (i N z zi 1 r(1)I (Mm) 
ESS) è ISIN) 
a" (1+ a) ia sai ey pI0ò, a" (14 a)! r (04m) 


1 
Imoltre, in far (1-9) do si ponga 42 =7; così otte- 


us 
2r(£ + m) 


Ri È 
frscnt 0 cost 6.40 =[ al(1- 2°) ® de 
U o 


= CI) (i 
ie ie 

qb _ ( 
È era dor EE 


2F (EZIO 


niamo 


1fi L_y 
3/ y? (1—y)"dy, cioè, 
(u] 


= Î gPHA (1-28) 
E, 10 


Malta) dr . Da by 3: , 
o lartb(ima)}Fm SPONS © yy 


5 i i ro (mi 
W) 9: FAL TL) 
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| l'integrale essendo preso in modo da dare alle variabili tutti 
valori posttivi d'accordo con la condizione che x +9+2+.. 
non sia maggiore dell’unità. 


Supporremo che vi siano tre variabili, e per conseguenza 
che l'integrale sia un integrale triplo ; il metodo adottato 


si vedrà che è applicabile per un numero qualunque di va- 
riabili. 


Dobbiamo prima integrare rispetto ad una delle variabili, 
| Supponiamo 2; i limiti allora saranno 0 ed 1—— y; così tra 
questi limiti 


(1-e-y)". 


" _ (lee sg 0) 
fer Cf n r(n+ 1) 


In séguito s’integri rispetto ad una delle variabili rimanen- 
supponiamo y; i limiti saranno 0 ed 1—x; e tra questi 
ti, per l’Art. 269, i 


(L= 2)" 1 (m)T (+1) 


= SENT 


ispetto ad x tra i limiti 0 ed 1; così 
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l'integrale essendo preso in modo da dare alle variabili tutti 
valori positivi d'accordo con la condizione che 


SE0IO) 
+ " 
non sia maggiore dell'unità. 


; E\? n) GAY 
Si ponga »= (5 ie © , 85 r prinuoni 


Allora l’integrale diviene 


Lom m n 
TNA a Me 

SA £ «de dy dz... 
par. i p 


. con la condizione che g7+y+2+...non sia maggiore del- 
l’unità. Il valore dell’ integrale è, quindi, per l'articolo pre- 


00). 


PIT. 


Tage] 


cara Come un caso semplice dell’articolo precedente possia- | 

pnporre D,q,t... essere ciascuno l’unità, ed dt 
eguale ad una costante 7; così la condizione sì è 

..non sia maggiore di A. Quindi il valore 


i gr Da] 


.. dE dn di... 
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Quindi. conchiudiamo che il valore dell'integrale esteso a 
tutti quei valori positivi delle variabili che danno In somma 
delle variabili compresa tra % ed #4 A” è 


A N{ (M sl Apymint... a) piemtnt... } 


, 


e quando AR diminuisce indefinitamente, questo diviene 
Î a NU+m+ nt...) pm. A AN, 


n (2) TM) Mm)... pitmint. 1 AJ 


co» TM+mtn+...) 


273. Sì voglia trovare il valore dell’integrale multiplo 


È: etna . f@+g+2+...) de dy de... 


lori positivi d'accordo con la condizione che x+y+z+... 
a maggiore di e. 

remo per semplicità che vi siano tre variabili. Per 

precedente se f(0+y +2) si rimpiazzasse con l’u-° 

lell’integrale che nasce dal supporre la som- 

compresa tra % ed 7-+ AW sarebbe ultima- 


nat) 
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ii 274. Similmente il valore di 


| h ill gli ga gra f (a (+ (1 dz dn di 


per tutti valori positivi delle variabili, tali che 


++ 


non sia maggiore di c, è 


: 1) m n 
alga È ) È n) 107 mint 


Lymyn 
Î FE I Td 


pqr r(04+24") 0 
DI Ddl 


Il risultato di questo articolo e del precedente si può esten- 
i dere al caso di un numero qualunque di variabili. 


275. Si. voglia trovare il valore dell’integrale multiplo 


D6 S nn) dado, din 


; i dare SÒ nt tu 
C+ at... 
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Dobbiamo allora trovare prima il valore dell’integrale mul- 
H tiplo Jf .. dwg dî... d0n, le variabili essendo supposte avere 


tutti valori d'accordo con la condizione che x, 244. 
non sia maggiore di 1— x,?. Si supponga dapprima che ne va- 
riabili debbano avere solamente valori positivi; allora ottenia- 
mo il valore dell'integrale supponendo nell’Art. 271, che cia- 
scuna delle quantità t,m,... sia l’unità, che ciascuna delle 
quantità p, 4, ... sia eguale a 2, e che ciascuna delle quan- 
itità a, 0,... sia eguale. a yN(1—a;?). Così il risultato è 


si (5) di ni 
n=1 È 


(1-29) * 


«Masse le variabili possono avere sì i valori negativi come 
i positivi, questo risultato deve essere eo per 274. 
Così otteniamo : 


(lai nei 
sudan i 


Ho): 


Quindi, Aia invita, poichè i limiti di x, saranno 21 ed 1, 
usi ntegrale sai è eguale a Se 
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lori d'accordo con la condizione che x,% +x,° +... + &,2 non 
sia maggiore dell’unità. 

Come nell’articolo precedente l’integrale si può trasformare in 


[ff n a) — do, day... day. 
(IIS ] ; 


ee) 


S'integri prima rispetto alle variabili 2,, 23, ...&,, i limiti 
essendo dati dalla condizione che x,2+%,?+...+,2 non sia 
maggiore di 1—x,?. Ora se le variabili fossero ristrette ai va- 
lori positivi, l'integrale 


[ | I du, dry... dî, 
*% N(1 — 0, — 2° Do 2) 


per l'Art. 274 sarebbe eguale ad 


AID 
(== n dh, 


PACE, 


i (Art. 269), 


A 


DI 
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| Quindi finalmente, poichè i limiti di x, sono — 1 ed 1, l’in- 
tegrale multiplo è eguale a 


n 


} 3 ul n 

È! È gle f(ka,) (1- 2,°)? da,. 
E 

277. Diversi metodi sono stati usati per esibire in termini 


semplici un valore approssimato di I'(n+1) quando n è molto 
grande: ne diamo uno di essi. 


TN prodotto e” svanisce quando x=0 e quando £= 0 ; 
e si può mostrare che esso ha solamente un valore massimo, 
cioè quando x =». Possiamo per conseguenza supporre 


PE ea E vnrananvodago aio (11) 


cui # è una variabile che deve essere compresa tra i limiti 
o e +0. 


mi dei due membri di (1); così nai 
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ae N (2) nt__ 
quindi 


Ma da (3) 


= (2) +21 —-0)t, per (6). 
Quindi (2) diviene 


[fece i do e", SIC ef /(@2)+20-0)t} dt; 
o 


ed le e di= (1); così 


N N 2 {2 ei 
fre o da=e "n ve + o/e ra O)tdt} (1). 


Ma poichè 1-0 è positiva e minore dell'unità, il valore 
"0 è 
numerico ‘di f e (1—0)tdt è minore di là ettdt, ciotal 
0 


0 


re di 5 pi conchiudiamo da (7) che o: nere 


equazione originale n abi 
di # è in nostro potere, e nc 
ne 6) VOLL na u] 


| 
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(0) n pil Riga ar n | 
4 > "Trovare ìl valore di f e-"® cos2rv de. Si chiami « l'inte- | 
0 Ù 
grale definito; allora INI 
| 
n vw | 
du 2,2 
i 2] mer®® sen2rx dr. ' 
dr 0 | 
I o) } 


S'integri per parti il termine a dritta; così troviamo 


ed dx, cioè, de, (26 dan dll 


2a’ 


242 INTEGRALI DEFINITI. 


di 


Ra Tesi senrx da 
280. Trovare il valore di | Dein dr Dinotandolo con 
0 Ho 
u, allora 
du 
= Ii e cosra de. 
dr o 
TS 9 _ lo sone — kcosre , 
Ma fe cosra da = € mass 
uindi baSicosneldo=; 
q I kh +72? 
, du__k 
cos 
Tri EE) 


<a r 
quindi u=tan! ne 
Non sì richiede alcuna costante poichè w svanisce con r. 


Questo risultato vale, per ogni valore positivo di /; se sob # 
oniamo che b diminuisea senza limite, otteniamo 
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Ni onde dlogu__,. 
da Ù 
> quindi logu= — 24 + costante ; 


È: È 


quindi u= Ae 29, 


î) 


Per determinare A possiamo supporre @= 0; allora = di = 


onde A = così 


see 2 


E (te 
| 5) i 


| 282. Possiamo applicare ancora il principio dell’integrazione 
rispetto ad una costante per determinare alcuni integrali de- 
finiti; il principio può essere stabilito così. 


b 
3 u=f.e0, c) da, 


Î 


pi n (RE = 
al c= : DSS c) de de 
= 
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infinito, Ma ciò può stare con l’asserzione che | 5 da 
î 


è finito, e senza trovare il valore di questo integrale è fa- 
cile mostrare che esso deye USA finito. Infatti esso è eguale 


ea) da ® 
MA ) ed if E). in cui g(x) = e — Cie 
0 x 


o 


alla somma di | 


il secondo di questi integrali è finito, poichè esso è minore 


1/2 1/60 be 
di si] © (x) da, cioè minore di ee - nai Dobbiamo quindi 
e 


Do) 
. x 
esaminare solamente Î ta da. 
o 


Ora pel Teorema di Maclaurin 
= 0_-ax +5 ng” (20), 


Dì do) ) è minore di sca 
ìn cui A è il più gran valore gio può prendere ©" (x) per i. 


valori di 2 minori di e. Quindi 


in cui 0 è una frazione; cos 


(5) 
fa è minore di o-Qe+ ti, 
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bo 
> 
ot 


(VI Nell'integrale A si ponga y per rr; così | 
| 
A=/, seny dy . i 
o (0 o Y ’ | | 
| 
: | ciò mostra che A è "I da #. i 


Abbiamo si Ecal 2 sen ra de 
i 4a 
1 © sen rx da 
| ar freno, 
ped. ® eg 


2 
(3 par-T2_(' l+%2 PAR li 
a 142 


Si moltiplichi per re” e s’integri; otteniamo poichè A è co- 
nie to adr 
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(4) 
Raga. £ î A vi de 
Ora quando » diminuisce indefinitamente, B diviene | That 
Jo 1+a* 


ot 
cioè, 3 
2 


; quindi da (3) 


Abbiamo supposto » positivo; è chiaro che se r è negativo, 
B ha lo stesso valore come se r fosse positivo, ed A ha il 


segno mutato; cioè, se r è negativo B=3 e edA=-— 


(Transactions of the Royal Irish Academy, Vol. x1x. p. 277) 

cosrede 

ca 
rispetto ad r, 


rr 


e”, otteniamo con la differenziazione 


| EOT 
o 14+a? Da: 
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dB _ JR a? c09 E 


da TT o 1+a2 da 


(° cos ra 


fico 
=-|, cosra de + |, Tre 


=-| cos rx da + B. 
0 


Ora per ragioni che fra poco esamineremo, supponiamo che 
00 

| cosrede=0; così 

do 


dB 
a 
e dobbiamo trovare B da questa equazione. Si moltiplichino 


5 C B a he 
ue membri per 2 _ e s’integri rispetto ad r; così 


dB ad 2. 
(CI 


una costante, cioè, # è indipendente da r. Così - 


= /(h+B3), 


ed Î ‘eaticosrmardni=tent® 


248 INTEGRALI DEFINITI. 


in cui 0, e ©, sono costanti. Dobbiamo ora determinare i va- 
lori di queste costanti. Poichè B non può crescere indefini- 


quando »= 0 abbiamo 0, =. Così 


Procediamo ora a considerare la supposizione fatta nel me- 
todo precedente. 


-an 41 SENYT + 7 cosrE 
a+ 72 


’ 


Poichè e senrr de =— e 


Y Senryr — A COSTT 
a? +2 


n 
5 = r 
_ abbiamo f escisenra do =——t 
Da: Ù) a+ 


(2) 
- i Cassicosnraido === 
0 az +7? 


tè. U a quantità positiva. 
dine 


a 


È 


INTEGRALI DEFINITI. 249 


memorie nell’ ottavo volume delle Cambridge Philosophical 
 Transactions, numerate xv, xIX, e XXXII. 


Integrali definiti ottenuti con lo sviluppo. 
287. Se sviluppiamo log {1-— ae®‘C!{ e log {1 — ae-®YC1)} 


ed aggiungiamo, si ottiene ii 


log (1—2acosa + a?) 


4 a? (3 
=- 2 (a cosa + > cosa + CORGMIE se00-<), 


| ]a serie essendo convergente se @ è minore dell’unità. S'inte- 
| grino i due membri rispetto ad x tra i limiti 0 e x; così 


: È [fog 1 — 20.0082 + 0) de=0, a essendo minore di 1. 
_ Sd 
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288. Con l'integrazione per parti abbiamo 


frogai — 2a cosa + a?) dî 
x seng dr 


= tlog(1— 2a cost a) ta| Mede 
0 log ( Saro 1-2acosr+ a? 


Quindi, se @ è minore di 1, 


i, vsene do 


T di T 
—————___,z IL 2 SI ili . 
ol-2acosa+a? da 198 ( sie, 4 og(1 +0); 


se @ è maggiore di 1, il risultato è 
T T ET 1 
a log(1 n ad) — al08% cioè, 3 log (1 + 3) c 
289. In simil modo abbiamo, se » è un intero, 
x T T 
I) cosrx log (1 — 2a cosv + a) de = PS ad, 0 — > (a 


secondo che @ è minore o maggiore dell’ unità. 


90. S'integri per parti |’ integrale nell'articolo precedente; A 


li 


5 dell'unità 


d 
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infatti ogni termine che dobbiamo integrare svanisce con i 


i Mus 
limiti assegnati, eccetto 2a | cos° rx da. 
(1) 


292. Trovare il valore di l 1 ; d 3 
ol4a21—- 2acoscr + a? 


1 
1- 2a coscex + a? 
l'Art. 291; allora ogni termine si può integrare con l’ Art. 286, 
e sommare i risultati. Così otterremo 


Il termine si può sviluppare come nel- 


| 293. Similmente, 


log (1 — 2 cosca + a?) pa =rlog(1- ae). 


4. Si conosce ancora dalla Trigonometria che 
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Con l'integrazione per parti questo si vede essere eguale 


_ + Quindi il risultato è 
(140)? 


a 


cioè, per una formola conosciuta, 


© osene da 


296. Trovare È Tu org 


Sì sviluppi il fattore { 1+ (cosa)? }-!, e troviamo per lin 
tegrale una serie di cui il tipo è 


Tr 
(1° f x senx (cosm)?” da. 
(u 


Con l’integrazione per parti questo si può mostrare essere 
EDT 
PREIS 


Quindi il risultato è 


eguale a 


INTEGRALI DEFINITI, 253 
Quindi 
e fia+0)+f(a+0) 


1-26 cosm+ e? se UCIZA CASTO (i È 
27r 
“e f(a+c). 


Bisogna rammentarsi che in questo risultato c deve essere 
minore dell'unità, e le funzioni f(a +v) ed f(a +7!) deb- 


bono essere tali che per i loro sviluppi regga il Teorema di 


È 


: Taylor. 


. In modo simile si può mostrare che 

= A PSI 

1) do = NCL 
lo 1-2ecosete? e 


la 1-ccosa 
ol—2ccosn + ce? 


{f(a+to)-f(a}, 


{f(a+0) +f(a+07)} da 


=T{f(a+0)+f(a)}. 


ione di valori immaginarii per le costanti. 
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sì separando le parti reali e le immaginarie abbiamo 
osì ser I g 


b 
ea T (n) cos (n tan! | 


a; 
| eo 1 cosda doe= 
o n 


(a? + USE 


b 

RA T (n) sen (1 tan"! i) 

] e o" sen dba de = ——————-. 
(Lu) 


(a? + 03? 
Per i modi di verificazione si vegga De Morgan, p. 630. 


299. Nella formola 


di LI _Nr 
fe d=37 


' 


n LEIED 
CA 


c; così 


CENSIS: 
-02x2V(1) dg = SUAGE 
CAR Cesa e NR° 


RL 
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a 
O ia (47) P 
300. Nell’ integrale I e © da, si supponga y=@y/%; 
o 


ka 
| così l'integrale diviene xl, Paich 2) 4 che è conosciuto 


per l'Art. 281. Così 
-(i n) ta 1 di emzdli. 
ls e de va 


Ora si ponga così +(—1)sen0 per %; così il secondo 
membro diviene 


1 


(ce 2 : 
sr, 24 |così+Y( 1)sen0} 7 


0 D) 
cos5 + y(-1)sen; 
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MI n A 1 
3, Valutare / te di Risultato. — , 
0 n 
n 


4 Î da PRE si 1) 
‘ Jota® cos + 6? sen?a)? — 4 \ab3' a%/’ 


1 Ma 
5. ig]! V(tang) do=— E + log { (2) - 1}. 


6. i Y (cot.9) do = NE DE +logjy/(2) +1 i] 


7. Trovare il valore limite di ge 72? n ee de quando = co. 
(Lu 


1 
Risultato. 3° 


cosax — cos dba 
8. Mostrare che je == evi 


de= logl c 


il A 3 + : 1 
in è una funzione simmetrica di x ed ET: 
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13, Valutare | (a così + d sen0) log (4 cos®0 + d sen?0) 90. 


Jo 
2yb oi yJb ll 
y(a— bb) ya ) 


: Risultato. 2 ì loga—-24 


supponendo a maggiore di d. 


14, Mostrare che 


È 1+2% cosat+n? dr 


Ue 
San cosben a 080 + 


al Vv? : 
o log (14 Si logo secondo che n è minore o mag- 


giore dell'unità. 


15. Trovare il valore di 


el { emae-ae (1) _ cteseica de de: 


in cui a e d sono positivi, ma 2 e { positivi o nega- 
"Pe mostrare che esso è interamente reale quando 


ESEMPII. 


M h fMarsee n=" 
. Mostrare che au pre 
da. li 
. Mostrare che | (e ©-e ®)Yde=(b- a) yr. 
(Solutions of Senate-House Problems, per O’ Brien 
ed Ellis, p. 44). 


(5) de 1 
. Mostrare che f log ci 
o = 


M_g de n 


1 
7 Ù a dn 
. Dimostrare che I —__.- =log —, e riconciliare con 
o loga 2 n 


questa equazione il risultato della trasformazione del- 


ada # 
rf, ar ponendo x" = Y. 


n r(7) Sì 
2 Vici 


. Mostrare [ sen") do =. 
(u 


2 n 2\ 
Tr 
=spe 


pila e rOrMm) ot 
pr TER o+ot 


EPICO & 


| 
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1 o da î i 


n 


| 980. Mostrare che | e 
Jo(1+ex) (1-2)" (L1+c)"sennt 


(e) 2 
sen ax sen? e 
81, Mostrare che Î tc 
0 


n 
, 


o=0, + Qst a se- 
da pen o tg a se 


x 
: conda dei valori di a e c. 
"32. Descrivere il luogo dell’equazione 


y =| sen0 cos 0a do. | 
o 0 


È Yy Lo 
tf logj 1-27 cos) + e7"} d0, 


"im cui GEIISO 


MES Erra x così di 
IE y@+2xsen0 + 1) 


PRESE 
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eno Vai 
87. trovare il valore di | ; 


tr, e quindi mostrare che 
J0 
fo 702 
a 
i, È 


88. Mostrare che 


fia —y) "(e ) 

Roe ledy==(3=1}: 

Il VAT ya) E \2 

l'integrale essendo esteso su tutti valori positivi di z 


ed y che rendono x + y? non maggiore dell’ unità. 
39. Mostrare che 


If de dy de ... 


ing...) 


il numero delle variabili essendo n, e l'integrazione 


esterdendosi su tutti valori positivi che rendono 
Rit; ELY +e 


riore dell'unità. 


e+ Ag? 4... =P @), 
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mini dello sviluppo di (1 + ©)" quando n è un numero 
intero positivo si può esprimere con 


92n+2 (2 
— / cos?” 0) cost n0 dI — I, 
(5 0 


42. Dimostrare che 
pese cx da 
ol+a? 
. 48. Mostrare che 


pri erset CNG 
spilla): 


sia 


n 
2 
1 (sen2w) coso de | 9 (cos? x) cost dr. 
0 


(Journal de Mathematique di Liouville, Vol. xvur. 
- pag. 168). 5 
3 g MO 
Tostrare che long 


se 
2 

ci 
0 


OS (e ah; Y) dy. 


)( 262 Y 


CAPITOLO XIII. 
Sviluppo delle funzioni in serie trigonometriche, 


301. Il soggetto al quale c' introduciamo è una delle più 
importanti applicazioni del Calcolo Integrale, e benchè in 
un'opera elementare come questa, non si possa dare di essa 
che un abbozzo imperfetto, pure a motivo della novità dei 
metodi, e dell'importanza dei risultati, anche un tale abbozzo 

può essere utile allo studente. Per più estesa informazione 

4 ssiamo indicare il Di/ferential and Integral Caleulus del 
ofessore de Morgan. Il soggetto si trova anche considerato 
essi li scritti di Poisson, per esempio, nel suo Traité } 


ri dello m costanti 


in modo che l’espressione 
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ipotesi le seguenti m equazioni dalle quali si debbono deter- 
minare le costanti, 

f(0) =A,sen0 +A,sen20 4+,sen30 +...+A,,$cnm0, 
f(20) =A,sen20 +A,send0 +A;sen60 +...+A,,sen2m0, 


f(m0)=A,senm0+A,sen2m0 +Agsen8m0 +...+A,,senmm0. 


Sì moltiplichi la prima di queste equazioni per senr0, la 
seconda per sen2r0,..., l’ultima per senmr0; indi si addi- 


| zionino i risultati. Il coefficiente di A, nel secondo membro 


sarà allora 
seny0 sens0 + sen2r0 sen 250 +... + sen mr0 sen ms); 


mostreremo ‘ora che questo coefficiente è zero se s è diverso 


da r, ed eguale ad 3 (m+ 1) quando s è eguale ad r. 


Supponiamo prima s diverso da r. Ora due volte il suddetto 
ef <DEL) è é alla serie 


1 


ni 8)0+...+ cosm (r+5)0. 
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svanisce quando r-+s è un numero dispari, ed è eguale a —1 
quando #4 S è un numero pari. 
Così quando s è diverso da », il coefficiente di ‘A, è zero, 
Quando s è eguale ad +, il coefficiente diventa 


sen?y0 + sen? 2r0 +... 4 sen? m70, 


m 1 
—% {052104 cos4r0 +... + cos 2mr0. 


cioè, > 
2 


È col metodo già adoperato si vedrà che la somma della 
serie de’ coseni è —1; così il coefficiente di A, è + +1). 


Quindi otteniamo 


{senr0 7(0) + sen 2r0f(20) +... + senmr0 f (00) ta 


2 
+1 


e così dando ad r successivamente i diversi valori interi da > 


Al ad m, le costanti sono deterininato, 
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în parte pel suo interesse istorico, ed in parte perchè forni- 
sce una veduta instruttiva del soggetto. Non ci fermeremo 
però ad esaminare da vicino la dimostrazione, ma procedia- 
mo immediatamente al modo d’investigazione adottato da 
Poisson. 


304, Il seguente sviluppo si può ottenere con gli ordina- 
rìù metodi Trigonometrici, 


1-n (0 

G e) 
TO 2) È l 
<= ade È 


. 1-27 cos 


2r(0— 2) 


TV —- 
i (v De 


l) 


% essendo minore dell’unità, sicchè la serie è convergente. 


+ 272 cos + 275 cos 


Si moltiplichino i due membri per @(v), e s'integrino ri- 
petto a v tra i limiti —? ed 2; inoltre si faccia avvicinare 
all'unità come suo limite. Nel secondo membro le diverse 

nze di % diventano ultimamente l’unità. Il numeratore 

. frazione nel primo membro svanirà ultimamente, e così 
ale svanirebbe se dl denominatore della frazione non 
T(v-2) 
eguale all’ unità durante l'integrazione, e così il de- 

r I frazione sarà (1—7)?, e tenderà verso zero 

a all'unità. scor Pose non svanirà 


ai zero. Ma se x giace tra —1 ed I, il termine cos 
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e l'integrale diviene 


9A1+ Moe) o 


Uli + d E 


sia) tan! ne + tan” I 
tl gl 


Quindi finalmente, supponendo che 9 svanisca, abbiamo 
22 9(a). Così se x giace tra —Z ed 7, 


nT(V — x) d 


VT Ù ll 
0=3/10 dv +7 i CIO) cos 


Se però = 0 —2, allora l'integrale nel primo membro 

ha la sua parte sensibile quando v è indefinitamente vicino 
ad 2 o a —l; dovremmo allora eseguire il procedimento pre- 

cedente per tutti e due i casi, ma l'integrale rispetto a 2 si 

nderebbe solamente nel primo caso da —f a 0, e nel se- 

0 ad a. Quindi invece di 279 (7) nel primo membro, 


x 


ì, “a IN SERIE TRIGONOMETRICHE. 267 
} l’uno e l’altro inclusivamente; il suo valore negli altri casi 
: sarà determinato nell’Art. 311, 

Similmente 


ij lresine nT(V +2) % 
DES SICLERANTO cos TOTI q ... 2); 


‘questo vale per ogni valore di ® tra 0 ed 2; ma quando 2 = 0 


il primo membro deve essere 390), e quando €=/ il pri- 
mo membro deve essere 3 @(2). 
Da (1) e (2) con bea 


Ù - Ù E 
(0) “if, q(0)dv +7 By cost |” cos 2 g(0) QUIT()E 


Ciò vale per ogni valore di x tra 0 ed 7, l'uno e l’altro, 


clusivamente. x 
a (ore e ne) con la sottrazione 


m=irp sen SR (' sen "E $ (0) do. Useatd(EDe 


r ogni valore di x tra 0 ed 7, l’uno e l'altro 


nando d=0 o 7, il IR] membro sareb- a 
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sen 7 (0) = 


so 
cn 


vjjHu 


{cos ro cos CARO nal( FO mq 9 to, ) doi 


(n 1l)mo (Mm+1)ta NIE TI 
ancora cos 1 — cos 1 =2 sen ; 


Gero E AA TT 5 i 
e quindi con la divisione per sen "i otteniamo la formola (4). 
Daremo ora alcuni esempii. 


806. Sviluppare x in una serie di seni. Si prenda la for- 
mola (4) dell'Art. 305, e si supponga Z=x; allora 


vcosnv senno. 
n [N 


fo sennv dv = — 


T © 5 T È 
onde fe sennv di se n è dispari, dz se n è pari. 


L na za e a ioro 
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269 

| n i 
onde J cosv senno dv=0 se n è dispari, il 
| 0 | 
| 2m 3 ; | 

= È DaArl | 

j 218 nè pari; | 
quindi i 
Ì 

2(4 8 E e ) Il 
fe) Sen20 + > send + III 


| 
Ciò vale da x=0 ad 2=rt, esclusi questi valori limiti. 


308. Sviluppare 2 in una serie di coseni. 


Si prenda la formola (8) dell'Art. 305, e si supponga /=T; 


vsenno cosnv 
- |vcosnvdvo=—. i 
n ni 


G 


00 cosmo dv=0 se n è pari, e- a Se n è dispa- 
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ne sen 2 sen2r ; 3 sen È 
Quindi È Seo. Di 
Quindi , 3 Tae 


d 


810. Sviluppare e(®-2) 4 e-9(©=®) in una serie di coseni, 


a (et - nc) 


{ e@ (0-0) L go (©v) } cosnv do = 


T eaT_ 
f { eo(T_0) +et (Tv) } (EE 
4.0 = 


Tese ero (MI cos cos 2r 
da gun _ gar Dagli 2 pra 22 gl 


Onde 


811. Abbiamo mostrato che la.formola (3) dell Art. 305- 
vale per ogni valore di x tra 0 ed 7 l’uno e l’altro inclusi- 
vamente; è facile determinare a che sia eguale il secondo 
membro quando « cade fuori di questi limiti. Si supponga @ 
positivo, e tra 7 e 27; si ponga x=27— %' sicchè e’ è minore 
di 2, allora 


E NIE. nre nîo! E 
RETE cos (2nn — STE ioni 


puindi il valore del secondo membro è e(0'). In seguito sup-_ 
lamo x maggiore di 27; e supponiamolo eguale a 2ml+%', 


è minore di 27; allora 
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812. Si può osservare che nella dimostrazione fondamentale 
dell'Art. 804, supponiamo che quando % si avvicina all'unità 
come limite, l’espressione 


na (v 
Î N° 6 (v) cos “—— dv 
possa essere rimpiazzata da 


fs (0) cos stElZo (eo dv 


fromunque grande sia n. Possiamo mostrare che non sì com- | 
‘mette errore con questa supposizione, dimostrando che l’ultimo | 


integrale svanisce quando » cresce indefinitamente. Abbiamo 


le (0) con TC ap O se OCA | 


USE NT (0 — x) 
fe (0) sen du, 


che mostra che l’ integrale nel primo membro svanirà quan-. 
m è infinito, almeno se ©' (v) non è infinito. 


. Non abbiamo ancora fatto allusione ad uno dei punti 
sservabili in relazione con le formole (3) e (4) dell’ Art. 
[Im queste formole @ (©) non è necessario che sia una fun- 
ua; per esempio, da 2=0 ad e=4a possiamo 
(@), indi da x=@ ad x=% possiamo avere 
=D ad a=c possiamo avere 0 (2)=fy (2), 
21 possiamo avere 9 (2) = f, (@). La for- 
be sempre vera per tutti i valori 
;ome è ‘evidente dal modo 
I a lu 
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Le NTV 1 el nTA 
ivie cel coso — de=—sen — 
diviene IL 7 = na 
quindi l’ espressione richiesta è 


cu 2e Ta to, 1 274 2ra 
Fr suima sii sen— cos— +_sen cos 7 


È 1 
questa darà 3° quando x =. 


O pure possiamo usare la formola (4) dell'Art. 305. Allora 


(14 
ef sen E go — cat ale ) 
0 Y nt l 
ed abbiamo per l’espressione richiesta 
‘2e mame 1 2ra _2re 
— {ve +2 — sen — 
pi Ms 7 sen 7 +7 vers sen + 
% 1 pù gerani smo. pe 
g Vs 7 cr 


questa dà 0 quando 2=0, ed 3° quando 7 = da. 


15 Trovare msenpaceiono che sia eguale a ke da PI = 
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ki 


> della forma 4r +2, e 0 in ogni 


altro caso, vi 


L 


i VE i kl 
IO) do=rf vav+tf, (=d)do= 7; 
2 


così l’espressione richiesta è 


H_8|1 2re Gna 
Ha Lima +î TO 


Se dinotiamo questa con y, allora da 7=0 ad x =} l'uno 


e l’altro inclusivamente yi=ka, indi da g.= di ad x=ll’uno 


Di e 1’ altro inclusivamente y=lk (M- 2); per valori di # mag- 
iori di Zi valori di y ricorrono come si è mostrato nell’ Art. 
311. Così il valore di y è l’ordinata della figura formata mi- 
do dall'origine lunghezze eguali lungo l’asse delle © a 
ta e a sinistra, e descrivendo su ciascuna base così otte- 
lo. stesso triangolo isoscele, 


,me un altro esempio possiamo proporre il seguente: tro- 
5 e ade darg= =0ado= Sa 


free, 


= ancora che 
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Dimostrare che per i valori di x tra — x e x inclusiva- 


mento : 
cosa c0837 
- — 0090 + siena 


Ciò può ottenersi dall'Art. 308 con l'integrazione; o dal- 
l'equazione (8) dell'Art. 305. 


816. Si possono dare altre formole analoghe a quelle nel- 
l'Art. 805; ne ricercheremo qui alcune. Abbiamo dall’Art. 305 


go) = SIRTOTTETO fe pe i 


Questo vale quando x ha un valore qualunque tra 0 e 7; 
9 3 1 
ma quando 2=0 il primo membro deve essere 390), 
quando 2 =? il primo membro deve essere 390. Nello stes- 
so modo in cui sì ottenne questo risultato possiamo dimostrare 
na (v 


SIOE «008 


ndo x ha un valore qualunque tra 0 ed 7; 
primo membro deve essere A e 90 
sTRbTO) deve essere 9(0). s 


230) = fe 0 d0+1 37/2008 
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Questo valo quando @ ha un valore qualunque tra 0 ed 7; 
ma quando 2=0 il primo membro deve essere 3 (0), e 


quando 2 = il primo membro deve essere — 3° (1). 


Da (3) e (4) con l’addizione e la sottrazione otteniamo i 


2 ro (@n—- 1)ro(! (2n— 1)mv | 
g (@)=7 2 cos Sale (ole) cos EDT... 5), 
fi 2, Gib / (@n-1) rv 
90)=7 Da Se CIO) SI e pa CISe ta (6). 


Questo vale quando x ha un valore qualunque tra 0 ed 2 
inelusivamente, eccetto che quando «=0 il primo membro di 
(6) deve essere 0, e quando x=/il primo membro di (5) deve 


| essere 0. 


317. Applicheremo la formola (5) dell'articolo precedente a 
stabilire un teorema osservabile dato per la prima volta du 
Giovanni Bernoulli. Sia data una curva qualunque AB di cui 
tangenti in A e B sono ad angoli retti; si formi l’invo- 
di questa curva incominciando da A, e sia dinotata da 

si formi l’involuta di AC incominciando da C; e così 
continuamente ; allora l’ultima figura ottenuta sarà 


276 SVILUPPO DELLE FUNZIONI 


n 
Similmente, = I : 000, 


d 
Pa =[te. di, 
n 


Pa =fS'a dI, 


e così di seguito. 


Ora nella formola (5) dell'articolo precedente supponiamo 


T 5 : o ; 
oi allora siccome p è una funzione di 0, abbiamo 


g=A,c050 + A; cos39 + A; cos50+... 


in cui 4,, 43, 45, -.. sono certe costanti determinate da 
quella formola (5). : 


7 Così 


= 1 
ei= A, Sen0 +7 Ag sen8) +3 A; sn 50 + dd900 


A c050 + 73 A, 00830 + 7 450850 + ..... 
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e procedendo nello stesso modo come sopra arriviamo al ri- 


 sultato 
USI) } TI 
Pio fa=bsenzo, 


2a 
2a n 
in cui LIEZIZSA (È) b 


Se %k fosse una quantità finite, otterremmo così un epici- 


Pn = cos 


| cloide se a è maggiore di 5» ed un'ipocicloide in cui il dia- 
metro del circolo mobile è minore del raggio del circolo fisso 
se a è minore di 5: si veggano gli Art. 110 e 111; ed in 


questo modo si sogliono enunciare i risultati. Ma si dovrà 

| osservare che % diviene indefinitamente grande nel primo caso 
ed indefinitamente piccolo nel secondo; sicchè nel primo caso 
‘si dovrà supporre che i raggi del circolo fisso e del circolo 
mobile crescano indefinitamente, e nel secondo caso che dimi- 
nuiscano indefinitamente. 


18. Nella formola 


sf 1 ci Ù nî (0 —- 
= pf e d04 pat fc = DE, 0), 


; O) cresca senza limite; allora se 9 (0) è tale 
e E i mE, © dv pa i ne 
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2. Cambiare l'ordine dell’integrazione nell'espressione 


20 (V(400) 
i / 9 (0, y) da dy. 
ov 


2a0-2°) 


e {be 
8. Trasformare FJ © (®,y) de dy in un integrale rispetto 
voJar R E 
ad « e v, essendo u=7+x,y=v; e determinare i 
limiti del nuovo integrale. 


7) 
4, Trasformare ff © (x, y) dx dy in un integrale rispetto + 
> d04 0 
ad « e v, essendo y+cx=w,y= uv; e determinare i 
limiti del nuovo integrale 


5. Trasformare l'integrale 


[ffe — Y).(y — 2) (@— 2) da dy de. 


«in un altro nel quale v, v, w, sono le variabili indi- 
pendenti, essendo 


ili 
LS SESTEREE.4a OS 2 2 
ui sv, 5 et w Lig + £ 
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ESSE] 


“dic C n 
8. Dimostrare che [' tan0 log cot0 d0 = =: 


9. Dimostrare che 


n een cet? son (na? + 2) de = sen(2+ 0) es ee di 5 


e ; ii (È tan i) 
Se Toe 7 40, determinare il significato 


0 


urva di doppia curvatura gira intorno l'asse delle. 
mostrare cio la Risa cena 
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CAPITOLO XIV. 


Applicazione del calcolo integrale alle quistioni 
del valore medio e della probabilità. 


819. Daremo qui alcuni pochi esempii dell’ applicazione del 


Calcolo Integrale alle quistioni relative al valore medio ed‘ 


alla probabilità. 


Dinoti % (x) una funzione qualunque di x, e ‘supponiamo 
x successivamente eguale ad a,a+h, a+ 2h,...a+(n—-1)%. 
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| Questo si può convenevolmente definire essere il valore me- 
| 
| dio di @(@) quando ® varia continuamente tra @ e lb. 


} Var) 820. Come un esempio possiamo prendere la quistione se- 
guonte; trovare la media distanza di tutt'i punti dentro di 
un circolo da un punto fisso nella circonferenza. Con questo 

qd enunciato intendiamo che debba seguirsi il seguente procedi- 

mento. Sia divisa l’area del circolo in un grande numero 

.m di piccole aree eguali; si formi una frazione di cui il nu- 

meratore sia la somma delle distanze di queste piccole aree 

“4 da un punto fisso nella circonferenza, ed il denominatore 
sia n; indi si prenda il limite di questa frazione quando n è 
3 infinito. 


doni | — Supponiamo che +, #» .... 7, dinotino le distanze rispettive 
delle piccolo aree; allora la frazione richiesta è 


1 
n i Sd +e SA 


oltiplichi il numeratore ed il denominatore per #40 Ar, 
rappresenta l’area: di un piccolo elemento (Art, 148), così 
zione diviene 
Ma ETA Ar. 
SV) AG Ar i 


enominatore rappresenterà l'area del circolo 


ile ggio del circolo. Il limite del numera- 2 
leolo Integrale, Î 12 d0 dé, 
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Seguo facilmente, come nell'ultimo articolo, che la richiesta 
lunghezza media è * 


| csen0 così d0 
0 


cioè, 


Ancora, supponiamo che la porzione di questa curva che 
giace nel primo quadrante giri intorno alla linea iniziale, e 
così generi una superficie. Si tirino dei raggi vettori dall’ori- 
gine ai differenti punti della superficie uniformemente in tutte 


le direzioni: si voglia trovare la lunghezza media dei raggi 


vettori. 


La sola difficoltà in questa quistione sta nell’intendere chia- 
ramente il significato delle parole in carattere Italico. Si con- 


cepisca una superficie sferica con l'origine come centro; allora 


per uniforme distribuzione angolare dei, raggi vettori, inten- 


diamo che essi siano condotti in modo che il numero di quelli 


he cadono sopra una porzione qualunque della superficie sf 
rica sia proporzionale all'area di quella porzione. Ora lar 
di una porzione di una sfera di raggio 4 sì ottiene integrand 


ALLE QUESTIONI DI VALORE MEDIO E PROBABILITÀ, 


322, Un ampia area piana è rigata con linee parallele ad 
eguale distanza; una sottile bacchetta, di cui la lunghe, 
minore della distanza tra due linee consecutive, è gittata al- 
l'avventura sull'area; trovare la probabilità che la bacchetta 
cada attraverso una delle linee. 


Sia 2a la distanza tra due linee consecutive e 2e la lun- 
ghezza della bacchetta. Si vede facilmente che non alteriamo 
il problema supponendo il centro della bacchetta costretto a 
cadere sopra una linea condotta tra linee consecutive del dato 
Sistema ad angoli retti su di esse, poichè la proporzione dei 

| casì favorevoli all'intero numero dei casi rimane la stessa dopo 
questa limitazione come prima, 


Sia il centro della bacchetta ad una distanza @ dalla più 
icina delle due parallele prescelte; indi supponiamo che la 
chetta giri intorno al suo centro, ed è chiaro che in que- 
posizione del suo centro la probabilità che essa attraversi 
49 . " 
ea è + ,, in ‘cui 


cicoso—=a. 


o dinotare con # la probabilità che il centro 


ta cada tra le distanze x ed «+ Ax dalla più 
e. Così la probabilità richiesta sarà 


Lo pros delle, ‘mantità come — 2e —_. 
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ESEMPII. 


1. Se e=/(0) cd v=r(2) sono le equazioni di due curve, 
f(0) essendo una funzione che svanisce per i valori 
0,, 0», ed è positiva per tutt'i valori tra questi limi- 
ti, o se A è l’area della prima tra i limiti 0=0, e 
0=0, ed I la media aritmetica di tutte le sezioni 
trasversali del solido generato dalla rotazione intorno 
all'asse delle # della porzione della seconda curva tra 
i limiti @= @0, ed 7 = @0,, mostrare che 

Die I. 
0-0, 
supposto 0, maggiore di 0,. 

2. Una palla è tirata all'avventura da un'arme a fuoco che 
con eguale probabilità si può presentare in una dire- 
zione qualunque nello spazio al di sopra dell'orizzonte; 
mostrare che la probabilità ‘di giungere al di là di 


13 della sua massima portata è NI (1 _ n) o 
Mm m 


un punto nella circonferenza di un campo circolare è — 

| gittato al entura un proiettile con una data velo- 
la qu ile c diametro del campo è eguale 

L trovare la proba- 
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5. Dimostrare che il medio di tutt'i rasei vettori di un’ el- 


lisse, il fuoco essendo l'origine, è eguale alla metà 
dell'asse minore, quando le linee sono tirate ad eguali 
intervalli angolari; ed è eguale alla metà dell'asse mag- 
giore quando le linee sono tirate in modo che le ascisse 
delle loro estremità crescano uniformemente. 

6. Un numero indefinito di linee parallele ad eguali distanze 
sono tracciate su di un piano, ed una bacchetta la di 
cui lunghezza è eguale ad r volte la distanza perpen- 
dicolare tra due linee consecutive è gittata all’avven- 
tura sul piano; trovare la probabilità che essa cada 
sopra n delle linee. Sen=x=1, mostrare che la pro- 
babilità è G o 


T 
_#. Due frecce sono infisse in uno scudo circolare; quale è la 
probabilità che la loro distanza sia maggiore del rag- 
gio dello scudo? Risultato. 348 | 

È dr 
upponendo le orbite delle comete uniformemente distri- 
buite nello spazio, dimostrare che la loro inclinazione 
a al piano dell'eclittica è l'angolo sotteso da un 


co eguale al raggio. 


‘che differiscono in lon- 
e di un grado, e si 
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ll. Un'area piana «indefinitamente ampia è rigata con linee 
3 parallele ad eguali distanze, la distanza tra le linee 
consecutive essendo c. Una curva chiusa senza punti 
singolari il di cui massimo diametro è minore di e 
si getta sull'area. Mostrare che la probabilità per la 


: (È E 
curva di cadere sopra una delle linee è no Dn sui l 


dinota il perimetro della curva. 


12. Un messaggiere 17 muove da A verso 2 (distanza a) alla 
ragione di v miglia all'ora, ma prima che arrivi in 2 
un nembo di pioggia incomincia in A ed in tutt’i Ino: 
ghi occupando una certa distanza £ verso, ma non 
giungendo al di là, B, e si muove alla ragione di w 
miglia all'ora verso A; se I fosse colto in questo I 
nembo sarebbe obbligato di fermarsi finchè esso pas- 
sasse oltre; egli inoltre deve ricevere pel suo message: 
lo un numero di scellini inversamente proporzionale 
; o occupato in esso, alla ragione di n scellini 


Su) 


4 
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CAPITOLO XV. 


Calcolo delle variazioni, 


Dr < 
Massimi e Minimi degl’ integrali che contengono una variabile 


dipendente con limiti fissi. 


328. La teoria dei valori massimi e minimi di date funzioni 


è considerata completamente nelle opere sul Calcolo Diffe- 


enziale. Se, per esempio, y dinota una data funzione di una 
riabile indipendente @, allora possiamo trovare il valore o 
valori di # che rendono y un massimo o un minimo, o 


ossiamo far vedere che non vi sono di tali valori in 
no ora a considerare una nuova classe di pro- 
minimi. Dinoti y una funzione di w che 

rinat noti Yuna data funzione di €, 4, — 
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con l’assognare differenti forme alle funzioni dinotate dalle 
variabili dipendenti. Si vedrà, a misura che procediamo, che 
il metodo per trovare questi valori massimi o minimi è ana- 
logo a quello col quale si trovano gli ordinarii valori massi- 
mi o minimi nel Calcolo Differenziale. 


825. Sarà utile di ricorrere al metodo dato nel Calcolo 
Differenziale. Lo studente si ricorderà che i termini massimo 
e minimo -sono termini tecnici, i quali sono definiti ed illu- 
strati nei trattati sul Calcolo Differenzi: ile; ed essi sono ado- 
perati in matematica nel senso ivi loro assegnato. Sovente 
si commettono errori confondendo un valore massimo nel senso 
tecnico della parola massimo, con è valore più. grande nel 
senso ordinario delle parole il più grande. 


Si supponga y una data funzione di una variabile indipen- 
dente %; allora se un cambiamento indefinitamente piccolo si 
dà ad «, in generale sì ha per conseguenza un cambiamento 
indefinitamento piccolo in y, il quale è comparabile in gran- 
dezza con quello dato ad x. Il procedimento per trovare un 
valore massimo o minimo di y si può dire che consista di due 
parti. Prima determiniamo un valore di x tale che un cam- 

 biamento indefinitamente piccolo in esso non produce in y un 
comparabile cambiamento indefinitamente piccolo, ma un cam- 
biamento che è indefinitamente piccolo paragonato con QUEI 


amento indefinitamente piccolo proveniente in y dal cambia- 
nto È %; e per un massimo pesta segno deve essere ne- 


E O) = 0a descrivere brevemente questo proce 
lo così; facciamo sparire i termini del primo ordine nel 
della variabile dipendente, ed esaminiamo il 
lel secondo ordine. Seguiremo un meto! 
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zione qualunque di x; e se w dinota una quantità qualsi- 
i voglia che dipende da y dinoteremo con èw l'incremento 
| che riceve % quando y si muta in y+èy. Così, per esem- 


A n a rob 5 . È da, y 
pio, si consideri il coefficiente differenziale ci quando y ri- 
da 


ceve l'incremento ©y questo coefficiente differenziale riceve 


Hi è dèy —. sy. ; dèy + 
| l'incremento SCURE sicchè con è & intendiamo £2.. E spesso 
du de da 
n Ù nie dy C 
conveniente di usare il simbolo p per dai © così ancora dp 


a \ È G dò, 1 - bia 
è un simbolo conveniente per Ta seguito, si consideri 


da 


secondo coefficiente differenziale 


quando y riceve 


Ya 
da? 5) 
cremento È questo secondo coefficiente differenziale riceve 
ey 
da 
; spesso dinotato da g possiamo convenientemente usare 


Pin 


‘emento e siccome il secondo coefficiente differen- 


Similmente » ed s si possono usare per il terzo 


Le) 
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ì SA : : dy d) 
328. Dinoti Y una data funzione di @, 9, =, 1 0 
da da 
Y, - 
sia U=| Vde, in cui ®, ed @, sì suppongono dinotare li- 


4 xo 
miti dati. Il valore di V non si può trovare sino a che non 


conosciamo quale funzione particolare sia y di x; ma senza 
conoscere ciò possiamo ottenere un'espressione per l’inore- 
mento proveniente in WU dall’attribuire l'incremento arbitra- 
rio èy ad y, dalla quale si possono trarre importanti conse- 
guenze. 


Supponiamo VE (uni vg 


allora per definizione 


E, Diva 9 (, Yy HE ÙY, y se dy', yU sb èy, yi! + OY) 
5 9 (CY Ya. 


Il primo termine sì può sviluppare con l’ordinaria esten- : 
sione del teorema di Taylor; così ; 


lente. di 3V abbiamo espresso 3 
è, abbiamo omesso ì 


il 
| 
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Trasformeremo ora questa espressione con l’ integrazione per 
parti. Per brevità si ponga 


dv CRA CRA dv 
ug un =} ap ® i ZO 
Allora fra de=[pT2 dx = Pèy [iP ava; 
A Mer "i 1 AP 
onde | Pòy' de = (Pòy), — Pèy), -f — dy da. 
Lo x x, dx 


Qui (Pèy), è usato per dinotare il valore di Pèy quando 
%, sì pone in vece di 2, e (Pèy), è usato per dinotare il va- 
lore di 7èy quando #) si pone in vece di 2; una simile no- 
azione sarà usata da per tutto. Bisogna osservare accurata- 


nte che 3 significa il coefficiente differenziale completo di 


petto ad #, vale a dire, nel formare È dobbiamo ri-. 


ci che y ed i suoi coefficienti differenziali racchiudono © 
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Questo procedimento sì può continuare sino a che tutti j 
simboli dy', dy”, dy”, dy . siano tolti da sotto al segno 
integrale. Si deve osservare che tutti i coefficienti differen 
dQ dQ dR dR dR 
de d° do de’ dd 
completi. 


TILÀ 
sr 


ziali sono coefficienti differenziali 


Quindi finalmente 


2 27 
: BU By {P_3+ 3 È. dQ PR 


“Se 


dp PAGA d8R .) 
ni 4 Sr da Fado. 


abbiamo REGIO alcune ovvie semplificazioni di nota- 


} per (CONSE e (2 per re (i 5) , 0 così 
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« Poichè ZH contiene solamente i valori delle variabili 
nei limiti, parleremo alle volte di H,- H, come dei termini 
ai limiti. 


380. Possiamo ora determinare le condizioni che debbono 
aver luogo affinchè WU possa avere un valore massimo o mi- 
nimo. Infatti affinchè UV possa avere un valore massimo o mi- 
nimo, dU deve svanire, qualunque sia dy, purchè solamente 
essa sia una quantità indefinitamente piccola, Ciò richiede che 


ve" ted H,=H,=0 


Infatti se X° non è sempre zero, sarà in nostro potere di dare 
a ©y un valore tale da rendere 3U positivo o negativo a 
mostro piacere, e non zero. Supponiamo, per esempio, che il 
più alto coefficiente differenzialè di dy che si trova in 7, 
sia l’nmo. Si ponga dy=a(e— e)?" (e xo)", in cui « è una 
funzione di x che è indefinitamente piccola, ed è per ora in- 
determinata, Allora questo valore di èy fa svanire H,- Hy 


Li 
sicchè $U si riduce ad f Kòy dx. Ora si prenda & tale che 
- E 5 


empre positiva quando XK è positiva, e negativa quando 
negativa; allora èU è necessariamente positiva. E se il 
a si muta, $U è necessariamente negativa. Così se 

) è in nostro 

a o negat 
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332. Prendiamo ora ad esaminare più da vicino la natura 
delle due condizioni 


K=0 ed H7,-IH,=0. 


D) 


L'equazione X =0 è ciò che si chiama un'equazione diffe 
{ ? È ABy 
renziale. Supponiamo che vm 
da 
ferenziale che si trovi in V; allora questo si troverà in ge- 
i Me (00. pe NE, 
nerale ancora in 7, e quindi in gi troverà il coefficiente 
I° 
SS ? d*y Rei ; 5 
differenziale j: © questo sarà il più alto coefficiente diffe 
: da 


ia il più alto coefficiente dif- 


renziale che si trova in X, sicchè l'equazione differenziale 
JK=0 sarà del sesto ordine. Ed in generale l’ordine dell’ e- 
quazione differenziale è due volte l'ordine del più alto coef- 
ficiente differenziale che si trova in V. 


Sì fa vedere nei trattati sulle equazioni differenziali che la 
Soluzione di un'equazione differenziale racchiude tante costanti 
arbitrarie quante ne indica il numero che esprime l'ordine 
dell'equazione differenziale. Dobbiamo ora mostrare come si 
debbano determinare le costanti arbitrarie che nascono dalla 
soluzione dell'equazione X = 0, sicchè possa ottenersi un ri- 
sultato definito. La condizione H,} — H;=0 serve a questo 
scopo. Due casi possono darsi. 


(1) Supponiamo che nessuna condizione sia imposta dal prò- 
blema sui valori di y e dei suoi coefficienti differenziali ai 
limiti dell’integrazione; allora dY,, dY0, dd, Po; ».. sono 
tutte quantità arbitrarie, cioè, abbiamo in nostro potere il 
supporre per queste quantità dei valori indefinitamente pic- 


coli come a noi piace; per esempio, possiamo supporre che” 


quante di esse vogliamo siano zero. Poichè dy,, do ÎP1) ÎPor- 

sono così tutte arbitrarie, affinchè H,—- H, possa certamente 
svanire, bisogna che svanisca il coefficiente di ciascuna delle 
quantità arbitrarie, Ciò fornisce per determinare le costanti 
tante equazioni quante sono le costanti. : 


(2) Supponiamo che dal problema siano imposte condizioni 
intorno ai valori di y e dei suoi coefficienti differenziali ai 


limiti dell’integrazione; allora dy,, Oo dWii bo ici. i 


non sono tutte arbitrarie, poichè alcune di esse si possono 
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esprimere in termini delle rimanenti per mezzo delle date 
condizioni. Siano eliminate da 77, — 77, tante delle quantità 
ÈY > Yo Pr Do, ».. per quanto è possibile, ed allora i 
coeflicienti di quelle che rimangono si debbono eguagliare a 
zero. Le equazioni così ottenute, insieme a quelle che espri- 
mono, le condizioni date, formeranno un sistema eguale in nu- 
mero al numero delle costanti, e quindi serviranno per deter- 
minare queste costanti, 


938. La principale difficoltà negli esempii consiste nella s0- 
luzione dell'equazione differenziale X=0, e questa difficoltà 
è spesso insuperabile, 


Mostreremo ora che quando Y non contiene esplicitamente 
la variabile indipendente, si può sempre dare un passo nella 
i Soluzione dell'equazione differenziale. Sarà suficiente per lo 

scopo pratico di limitarci al caso in cui V non racchiude alcun 
coefficiente differenziale di ordine superiore .al terzo. 


Poichè V si suppone non contenere x esplicitamente, ab- 
biamo pel coefficiente differenziale completo di Y 


AP PQ AR | 
“tata 
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Quindi, con l'integrazione 


dy dQdy day ARdy ARdy ,dy 


pep. po g + i FR-34+C (2), 
do' da de “dia' de da dr da da 
ìn cui € è una costante arbitraria, Il più alto coefficiente dif- 
È x x d any +. dB 
ferenziale che può trovarsi in (2) è 193 che si trova in Toni 
((54? (KE 
così (2) è un'equazione differenziale del quinto ordine, la quale 


è un primo integrale dell'equazione (1) che è del sesto ordi- 


ne. Si possono avere casi particolari supponendo che È o @ 
o P sia zero. Per esempio, il più utile caso è quello in cui 


, di p n AE 
V racchiude solamente y e 2; sicchè (1) diviene 
da 


de 
da 
e (2) diviene 
dx 


394. L'equazione differenziale XY =0 è anche suscettibile 
di una integrazione quando Y non contiene la variabile di- 
pendente. Poichè allora N=0, e l'equazione diviene 


aP dQ d&R 
= era 
e quindi 
dQ dR 
TIcasmse cale 


= di str: 
335. Sappiamo che / Vae= ] Vai dy, supponendo i li- 
2, 


miti dell’integrazione rispetto ad y presi in modo da corri- 
spondere a quelli dell'integrazione rispetto ad #. Ed ì coef- 
ficienti differenziali di y rispetto ad x si possono esprimere 
in panni dei coefficienti differenziali di & rispetto ad Y Così 


in fr Ar dy possiamo riguardare y come la variabile indigeni 


dente, di x come la variabile dipendente, e procedere a tro- 
vare lil valore massimo o minimo uu integrale in questa 
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nuova forma. Possiamo esser certi 4 priori, poichè il proble- 
ma non è realmente mutato con questo cambiamento della va- 
riabile indipendente, che otterremo lo stesso risultato come ge 
avessimo lasciato la primitiva variabile indipendente. 


Quindi si può vedere che i casi considerati negli Art. 333 
e 884 coincidono. 


| 8386. Ancora, supponiamo che V contenga solamente p e q. 
Allora l'equazione differenziale X =: 0 si riduce a 


dP dQ 
i Tdntan 30; 
onde, con l'integrazione, 
dQ 

i P2o340, i 
(1 aa dV_ dp, 4 
E polce Co RAT 

95 a ddp, dg È 

er - CA E 
integrazione, x 


V= Q+ Cp+ 0. 


ti arbitrarie. In qu a 1 
A : 
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TA 


' 
Qui 7= y(1+p9) ed U=/ ‘/(1+p9)de. 
J Lo 
Così V racchiude solamente p, e l'equazione XK =0 si riduce 
dP : p 
& —=0; così P deve essere una costante, cioè, : 
da V(1+ p?) 
deye essere una costante. Ciò mostra che p deve essere una 
costante, e quindi la linea richiesta deve essere una linea 
retta. 
0Y, Pa 0Yo Po 


lnfquestotcaso AA R= Sdi e 
1 i, J(1+p,) V(1+) 
Se ora i due punti sono punti fissi, abbiamo èy,=0 e ÙY= 


ì 
così H,- H, svanisce. Allora il valore di p si deve trovare 
con la condizione che la linea retta passi per i due punti fissi. 


Supponiamo però che le ordinate dei due punti non siano 
fisse; le ascisse sono fisse poichè x, ed &, si ritengono in- 
variabili. In questo caso èy, e èy, sono arbitrarie; e quindi 
H,-H, non svanirà necessariamente a meno che non svani- 
scano i coefficienti di dy, e dyp. Ciò richiede che p, e p, sva- 
Niscano, e siccome p è una costante per supposizione questa 
costante deve essere zero. Così le nostre formole sono d’ac- 
cordo col fatto ovvio, che quando due linee sono parallele la 
più breve distanza tra loro si ottiene tirando una linea per- 
pendicolare ad entrambe, 


339. Trovare la curva della più celere discesa da un punto 
dato ad un altro. 


Ciò che segue è una più estesa dichiarazione del significato 
di questo problema. Si supponga un tubo levigato indefini- 
tamente sottile che congiunge i due punti, ed una molecola 
pesante che scorra lungo questo tubo; si vuol conoscere la 
forma del tubo affinchè il tempo della discesa sia un minimo. 
Il problema è conosciuto col nome della brackistochrona; esso 
fu proposto la prima volta da Giovanni Bernoulli nel 1696, 
e diede origine al Calcolo delle Variazioni. 


Supporremo che la curva richiesta giaccia nel piano verti- 
cale che contiene i due punti dati. Sia l'asse delle y misu- 
rato verticalmente verso basso, e facciamo passare l’asse delle 
x per il punto dato superiore. La molecola si suppone par- 
tire dalla quiete, ed allora per i principii della meccanica la 


* 


. = 
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velocità alla profondità y è y(29y). Così il tempo della di- 


i Ci (14 p? : 
fi. scosa è f VAR 2 ida, Possiamo allora prendere 
| do N(299) 


I MSSERO) 
NY 
Qui V racchiude solamente y e p; sicchè, per l'Art. 383, 
dobbiamo avere per un minimo 


Ù VESTIRE 


v 


: (1 +?) p> 

cioè, i SIAE ZA glo 
N] Vga xp} ® 

inde RAI, 


VigG+P9]} 
Quindi y(1+p?) = ad una costante = 24 supponiamo; 


2a — 
ae i 


cara: 


1 (2 %)+3, in cui 5 è un'altr 
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La costante a deve essere determinata con la condizione che 
la cieloide passi per il punto dato più basso. 
Supponiamo però che sia data solamente l’ascisza del punto 
Sup] però 
più basso, e non l’ordinata. Allora, come sopra, ZI, lisce 
(021007) FORTI ; 3 : 
ed He" Ora dy, è arbitraria, affinchè H, svanisca, 
(2a) 
dobbiamo avere p,= 0; così la tangente della cicloide al punto 
limite inferiore deve essere orizzontale. Questa condizione deve 


essere usata in questo caso per determinare la costante 4. 


340, Possiamo modificare il problema precedente supponendo, 
che la molecola non parta dalle quiete, ma parta con unu 
velocità assegnata. In questo caso supporremo che l’asse delle 
x non sia condotto pel punto superiore, ma sia preso in modo 
che la velocità nel punto di partenza sia quella che si acqui- 
Sterebbe scendendo dall'asse delle 2 sino al punto fisso supe- 
riore. La soluzione rimane come prima, la cuspide della ci- 
cloide però non è più nel punto fisso superiore, ma nell’asse 


delle ©. 


341. Trovare la curva che congiunge due punti fissi tale 
che l’area tra la curva, la sua evoluta, ed i raggi di curva- 
tura nelle sue estremità sia un minimo. 


Per l'Art. 159 l’espressione che si deve rendere un minimo è 
co 2)? 
Lo 4 


Qui Y racchiude solamente p e g; e quindi, per l'Art. 396, 
dobbiamo avere per un minimo 


ì V=Q4+Cp+ 0, 


14 p2)? aspa)a 
Ciel Sade De (+ C+ Cai 


cioè, 
(C.p+ 0) d = 


onde d +93? 


Lia i 
0; tan! p + Cap : 1 = 4g + Ogni (1) 
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i, (Cip? + Csp)q 
b VE nica nn, pi 
i Inoltre Capi Di 


onde con l'integrazione, 


Cip+ 0, 


Val CO, tan p— Tui - = 4y + costante ; 


sì aggiunga ©, ai due membri di questa equazione, ‘ed ab- 
biamo 


p(Cp—- Ci) 9 
i ere 
Sì elimini tan 'p da (1) e (2); così 


Citan! p + SAVYL Ci ra (2) 


(Oop— 0)? 
pupi 


SCESE 
de; 
ceo 


i B è tale che 4B= 0, 0,—- 0,0, 


i s la lunghezza dell'arco della curva ia da uni << 
; allora, integrando l'ultima equazione, abbiamo 


=40,y-40,0+ 0, Cy= CC; 


(| 
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iù Supponiamo s'imponga la condizione che le tangenti della 
| "curva richiesta debbano avere direzioni fisse nei punti estre- 
He mi; allora èp, e èp, svaniscono, ed 7,-I7, svanisce. In que- 
sto caso la cicloide devo essere determinata dalle condizioni 
che essa passi per i due punti dati, e le sue tangenti abbiano 
direzioni fisse in questi punti. 


Se, però, non è imposta alcuna condizione sui valori di p 
Qi limiti, dobbiamo avere @,=0 e Q@,=0, affinchè H,—H, 
(+99? 

2 


svanisca. Ora Q=— 


Bad) 
q 


; ed il raggio di curvatura 


. Così questo raggio di curvatura deve svanire nei 


punti estremi, cioè, la cicloide deve avere cuspidi in quei 
punti. 


_ 342. Trovare» la forma di un solido di rotazione, affinchè 
la resistenza nel muoversi attraverso un fluido nella direzione 
el, suo asse sia un minimo, adottando la teoria ordinaria 
la resistenza. 
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| 
| Era SES, ) | 
dh Integrali con limiti soggetti a variazione. | 
| 
Ù | 843. Abbiamo ora sufficientemente spiegato ed illustrato il 
ly metodo per trovare il valore massimo o minimo di una espres- 
sione integrale che racchiude una variabile indipendente, quan- 
doi limiti dell’integrazione si suppongono invariabili. Proce- | 
ùl . deremo ad alcune estensioni del problema; ed incominciamo 
Mi dal considerare la modificazione che nasce supponendo i li- 
| x V miti dell’integrazione variabili. 


Supponiamo, per esempio, che si abbiano due curve date 
in un piano verticale, e che si voglia trovare la curva della 
più celere discesa da una di queste curve all'altra, la mole- 
cola partendo con la velocità acquistata nel cadere da una 
data linea orizzontale. Qui dobbiamo trovare il punto nel quale 
la molecola deve lasciare la curva superiore, ed il punto della 
curva inferiore verso del quale essa deve procedere, come an- 
che il cammino che deve percorrere. Dobbiamo quindi effet- 
tuare di più che negli esempii sinora considerati,,e spieghe- 
temò ora come si debba procedere. 


Sappiamo, da quanto è stato già detto, che la curva deve 
sere una cicloide con la sua base orizzontale ed una cuspide 


a condotta da un punto della curva superiore ad un punto 


a inferiore; questa curva non può essere quella del mi- 
mo tempo, poichè sappiamo che, senza cambiare i punti Da 

j o trovare una curva di più celere discesa in 
a curva, vale a dire una cicloide con la sua 
d una cuspide sulla data a 0. î 
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stre formole per includere il caso in cui i limiti dell'integra- 
- zione si suppongono suscettibili di cangiamento ; poichè il pro- 
tedimento già dato, combinato con le regole ordinarie del 


È Calcolo Differenziale, ci abiliterebbe a risolvere ogni esempio. 
È però conveniente di presentare insieme tutto ciò che è ne- 
cessario per risolvere tali esempii, e conformemente aggiun- 
5. geremo ora le richieste modificazioni delle nostre formole pri- 


Hic mitive. Come sopra, sia 


i v=ffra. 
Lo 


Tg 


Supponiamo che oltre al cambiamento di y in y + 2y i limiti 
% ed a, siano cambiati in 2,+ dx, ed 2,+ dx rispettiva. 
mente. In conseguenza di questo cambiamento di limiti W ri- 
ceve l'incremento 


fe,tdr, Ltdr, 
i Vida — Vada, 


ci Lo 


cioè, traseurando i quadrati e le potenze superiori di da, e 
dx, U riceve l'incremento 
n 00 


SARETE, . Vide — Vodo 


Di Be aggiungiamo questo all'espressione già data per dU, ot- 
“i mo il cangiam completo di U in conseguenza della 
ione di Y, cangiamento dei i 


Se nessuna condizione è imp 
i termini addizionali tesi 
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Considereremo quel limite dell integrazione pel quale le 
quantità sono distinte con l’indice 1. Sia 


Y=y+òy, 


allora se non vi fosse alcun cambiamento del limite, i valori 
estremi delle variabili sarebbero %, ed y, prima della varia- 
zione ed #, ed Y, dopo della variazione. Se però #, si muta 
in x, + de, , Y sì cangia in 


( OE n EE 5 Ì 
Lt Ta t3 1 (1%) ui) " 


| cioè, trascurando i quadrati e le potenze superiori di dai, 
È Y, si cangia in Y} + (3 ; dx, , cioè, trascurando il prodotto 
| dp, de,, in Ut dn + -) do. Supponendo quindi che la 
. relazione data che deve essere soddisfatta dai valori estremi sia 
r=$(), 
Va Y (2) è 


day =Y (714 dx) nd @) + (1) da, 3 
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Si può notare un caso particolare che ille | 
Supponiamo che il cangiamento completo di y, 
ie) taltisate 
zero; questo dà dy, +4 3 NCL 0; similn ug 
mento completo di y, deve essere zero, dY, (2 ol%o 0. 
346, Consideriamo ora il caso della brachistochrona, pro- 


blema che è stato enunciato nell’ Art. 343, 


Sia la notazione come nell’ Art. 339. Allora 


3 PÒY ] PÒY 
Umani [|__| 
ea ViyA+29)}la  Ly/{y(1+p)}bo 


Pon dP\ 
+, (r- a) òy dx. 


(i) 


AP i; 
—= 0 deduciamo 
da 


V{Y(14+23}=y(2a); 


Come sopra dall’equazione N— 


o > - 1 = S 
così OU=V, de, - VW da + NICH) {@dy),— Pdy)}. 


Supponiamo che l’equazione della curva fissa dalla quale la 
molecola deve partire sia Y=Y(X), e che l’ equazione della 
curva fissa alla quale la molecola deve arrivare sia Y—= VA). 
Allora per l'articolo precedente abbiamo 


= {9 @-p} dc, d4= IX @-2}o deo 
Così il valore di $U si può mettere sotto la forma 
; OU=), de} day; 
n 3 P 
in cui MeV + Tea {We(2) — pa} 


(d+03)® » a 
“da tt] 


1 
"Tagli l+tave)}, 


î 
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| Va) 


Poichè da, e da, sono arbitrarii, èU non svanirà necessa- 


| 
bi 1 ' 
e similmente b= e {14+poX (09) }. 
Ì riamento a meno che Aj=0 e \Aj=0. Così 


ì l+p,V@)=0 ed 1+pox ()=0; 


e ciò mostra che la cieloide deve tagliare ciascuna delle due 
curve fisse ad angoli retti. 


847. Finora abbiamo tacitamente supposto che la funzione 
Y non racchiuda i valori limiti delle variabili o dei coeffi- 
cienti differenziali. Supponiamo ora però che V contenga 2,;%;, 
Yor Yr Por Pa 0 


(1) Supponiamo che x, ed x, non siano suscettibili di al- 
cun cangiamento. Quando y si muta in y+ èy, oltre la va- 
| riazione che abbiamo già investigata, Y riceverà una varia- 
zione addizionale proveniente dal cangiamento in y9, Yi, »-- 
| che sì trovano esplicitamente in V. Questi termini addizionali 
i in È©V sono 


dv av CA av 
IDO TRASI DO06 
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annessi all’ espressione II, H,, ed il tutto si deve far 1- 
Mre. Poichè la relazione tra x ed y si suppone trovata per 
mezzo dell'equazione A 0, le espressioni sotto i secni inte- 
orali in questi termini addizionali diventano funzioni def 
di @, sicchè le integrazioni indicate si possono effettu 


meno teoreticamente. 


(2) Supponiamo che x, ed #, siano anche mi tati, e diven- 
tino ® + da, ed 2, + de rispettivamente. Allora V ric 
cremento addizionale 


- 00 
(ES do, + [E] ax, 
dig da, 


also: SO PINIORETRITI STRE 
in cuì 9 e (o) indicano coefficienti differenziali comple- 
da, da, 


ti; vale a dire, dobbiamo rammentarci che %, SÌ trova impli- 
citamente in Y), 20; +. , e similmente per x 


Così oltre dei termini addizionali che abbiamo già dati ©U 
riceve l’ incremento 


fe 29 i nf. (E) 
deof. E dx + da, è, ton di, 


0) 


e questa espressione deve essere annessa all’aggregato for- 
mato da H,—- H, e dai termini addizionali già dati. 


348. Come esempio prenderemo un’altra modificazione del 
problema della brachistochrona. Supponiamo due curve date 
nello stesso piano verticale, e si voglia trovare la curva della 
più celere discesa da una di queste all’altra, il movimento 
incominciando sulla prima curva. 


Sia l’asse delle y misurato verticalmente in basso; sia Yo 
l’ordinata del punto di partenza, allora quando l’ordìnata è Y 
la velocità è V{2g(y—y)}. 

Così possiamo prendere 


i (to) 
v=f sN 


è Dobbiamo quindi cambiare y in y—% nella Soluzione del 
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n DArt. 346, ed aggiungere all'espressione ivi data di 27 ter- 
SU mini trovati nell'Art. 347, 
; Qui V= vo ; 3; sicchè y, è il solo valore limite che si 
7 trova in V. Dobbiamo quindi aggiungere al primo valore di 27 
AAA 
of. — do + da sl, [E |a: 
“f 
v. _@y d) 
fe 
È E] dh da 


Quindi per l’Art, 346, dopo di aver posto K = 0, abbiamo 


“ 3 dy 1dV 
Du=ì, de Io dan + {yo +(® san }f roi aa, 


in cui ), e Ày hanno i valori assegnati nell'Art. 346. 


nel caso attuale 
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Così la cicloide taglia la curva fissa inferiore ad aneo t 


ti, e la tangente alla curva fissa superiore nel punto iniziale 
è parallela alla tangente alla curva fissa inferiore nel punto 
finale. 


Integrali con due variabili dipendenti. 


349. Abbiamo finora supposto che V sia una funzione « 
una sola variabile dipendente; supponiamo ora che V sia 
funzione di due variabili dipendenti, 


on 


una 


ue ARAN 
zìali di y e 2 rispetto ad x; sia 


11 Vda, 


e cerchiamo la variazione nel valore di U quando ye e ri- 
cevono variazioni. 


Procedendo come nell’Art. 328 otterremo il seguente ri- 
sultato 


SU= Hi H,4-J=J4 j '(&dy+ La) da, 
Lo 


in cui i simboli hanno i significati seguenti; 
Èy, come prima, dinota una variazione arbitraria data ad Y 
cioè, dy è una funzione arbitraria indefinitamente piccola di x; 
XK, come prima, dinota 

AV daVv da dy 

dy da dg day ; 
2, dn qa sono coefficienti differenziali par- 


Mi; d dV dè dV psi 
ziali, e dal mag sono coefficienti differenziali 


in cui 


completi rispetto ad x; 


Oz è una variazione arbitraria data a #, cioè, dz è una fun- 
zione arbitraria indefinitamente piccola di ®; 


L è relativamente a # quello stesso che X relativamente ad 


Y, cioè ì 
IdV MV. 
Td dadi! dada > 


L 
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HH, ha il significato già dato, ed J, — J, è relativamente 
a £ lo stesso che 7, — 27, relativamente ad Y 


850. Procediamo ora a trovare un valore massimo o mini- 
mo di W nelle supposizioni dell'articolo precedente. 


(1) Se y e e sono indipendenti, affinchè 2U possa certamente 
svanire dobbiamo avere 


K= 0 ed W=0]g ; iI 
ed anche H,-H+I-I=0. | 


Na A 


I valori di y e 2 in termini di x debbono trovarsi risol- 
i vendo le equazioni differenziali XK =0, Z=0; e le costanti 
arbitrarie che si trovano in queste soluzioni debbono deter- 
mmarsi eguagliando a zero i coefficienti delle quantità arbi- 
_omea 3 (319) ha = (ad) pe 
| CRISI RALE OOIOC dr) 000 che si 
trovano in H1-HZ+I- Tr 


(2) Supponiamo però che y e 2 non siano indipendenti, ma. 

siano legati dalla relazione 9 (7, y, 2) = 0, che deve sempre 

re. Poichè si suppone che questa relazione regga sempre, — 
i ancora : > SEG 


(0, Y+ ye + de) = 0; 
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o da questa equazione differenziale combinata con ©(7,Y;2)=0; 
dobbiamo trovare y e 


Come prima, dobbiamo anche avere 


Men4aI=J=0 


O) 


951. Come esempio prendiamo il seguente problema; deter 


minare una linea di minima lunghezza sopra una data super- 
ficie curva tra due punti dati. 


Qui abbiamo 


SI] GINA (CAR NES (stai ny g2 
A dx} + (Ge jda=] NA+y2+2%) dv; 


d ! d 1A 
de yd+y2+.22)) da NA+y2+4 22) 


Così de = a 
sia ©(x,7,2)=0, l'equazione della superficie sulla quale giace 
la linea. Allora per l'articolo precedente abbiamo, come con- 
dizione per un minimo 


d y d 2 

de JA +y2+%) de J1d+y2+2) 
de n do 3 
di 7 


Rappresenti s la lunghezza .dell’arco della curva; allora 
y CCA CA de 
VA xy" 489% ° JA +y+2) ds 
i Così l’equazione precedente si può scrivere 
dani 


ds ds 
dy da 


Da questa possiamo congetturare per simmetria che cià- 
scuna di queste frazioni è eguale a 
da 
ds s 
"RIE RE 
i, : de 


$ 
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LI 0 *% è » PI 6 
di Te ciò possiamo dimostrare; infatti da (1) ciascuna delle fra- 
zioni per un noto teorema di algebra è eguale a 
dy d*y de 
ds ds * ds d 
dn DI . dy de de 
Uta ds dy ds 


e poichè l'equazione @(x, y, 2)=0 vale per ogni punto della 


curva, abbiamo 


da da de dy 
da ds | dy ds 


inoltre per un noto teorema 


di dea 


= Quindi una linea di minima 
uazioni simmetriche 


do da, dydy de dz 
ds ds® © ds ds* 


de de _ ) 
Blason 


Tas=° 


lunghezza è determinata dalle 
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a W; ciò è in fatti, il richiedere che èU svanisca per tutte 
quelle relazioni tra le variabili che fanno svanire dW. 

Il problema si risolve trovando un valore massimo o mi- 
nimo di U+aW, in cui 4 dinota una costante: poichè in 
questa soluzione siamo certi che èU + a2W svanisce necessa- 
riamente, e quindi èU deve svanire sempre che svanisca è. 
Nella soluzione si trova la costante a, ed il suo valore-deve 


essere determinato col fare che l'integrale W abbia il valore 


costante che si suppone dato. 


Se si vuole che W sia un massimo o un minimo mentre 7 
rimane costante, procederemo nello stesso modo a trovare il 
massimo 0 minimo di W+ DU, in cui d è una costante; e 

1 , , 1 
se supponiamo 9 ==, otteniamo l’espressione = (U4 a)V). Così 
ci) > 


per questo problema si otterrà la stessa soluzione, come per 
quello in cui U deve essere un massimo o minimo mentre W 
è costante. 


Procediamo ora ad alcuni esempii. 


853. Si voglia trovare una curva di data ida che con- 
giunge due punti fissi, in modo che l’area limitata dalla cur- 
va, l'asse delle x, e le ordinate dei punti fissi sia un massimo. 


Qui U=["yaa, w=[" ua +p°) dr; 
Lo «Lg 


sia V=y+« NA +2?), allora dobbiamo investigare un va- 


lore massimo o minimo af” Vdx. Sotto al segno integrale 
x 

abbiamo solamente Ye p; quindi per un massimo e minimo 

per l'Art. 333, dobbiamo avere 


Ve pr (Ch, 


yt+a (14 p)= +0, 


nTrì "n 


(eg. 
VA +P9) z 


fi 
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È 

ij . 
II Così 14» pe , 

N 

Mi (Ce is a - (MR ; 
lì onde © = #2(0,=pî pi 


quindi ct Re deto 


Questo mostra che la curva richiesta è un arco circolare. 


Poichè i punti estremi si suppongono fissi, la parte di èV 
. che dipende dai limiti svanisce. 


Le costanti 0, , €, , @ debbono essere determinate facendo 
che l'arco circolare passi per ì dati punti fissi ed abbia tra 
essi la data lunghezza. 


_ 354. Data la lunghezza di una curva, trovare la sua forma 
in modo che la profondità del centro di gravità sia un massimo. 


} Si prenda l’asse delle x orizzontale, e l’asse delle y ver- 
ticale in Ma ua DoS D) di Ri Sola curva; allora la. 
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vt da bo, 
i ùn SE 7a 
e quindi dy VI (y + ab 2 h2( E 
onde a=Alog(y+B+y{y+3D)-A42}]+C,, 


în cui C, è una nuova costante, ed A=DC, e Bi, 


Questa equazione mostra che la curva richiesta è una ca- 


tenaria. Se le estremità della curva richiesta si suppongono 
fisse, i terminì dipendenti dai limiti svuniscono, e le costanti 
A, B, ©, si debbono determinare facendo che la catenariu passi 
per i punti fissi ed abbia tra essi una data lunghezza. $ 1p- 
poniamo però che in vece di essere fisse le estremità siano 


solamente costrette a giacere su curve fisse. Procedendo come 
nell’Art. 346 otteniamo i seguent? termini-ai limiti; 

r " 7 sg O DL 

Vi, day— Vo day + Pa Sy — Po dYo: 


Consideriamo i termini con l’indice 1; abbiamo 


R iz Y , È 7 Ò »:0Y 
Vda\+P,dy,, cioè, (fia) V(1+p,?)dx,; + (I i a) AI, —. 
d ì ; Db VA +p;?) 
0 fa supponendo y= (x) l'equazione della curva fissa, ab- 
® biamo 6y,={W (2,) —p, } de,, sicchè il termine si riduce ad 


YU + ad î 
Va +55 {1+n, V' (0,) } do, 
Affinchè questo svanisca dobbiamo avere 1+ Py V' (2) = 0 
Poichè y,+ ab non può svanire, siccome allora x, sarebbe im- 
possibile. Un simile risultato ha luogo ‘per l’altro limite; si 
vede così che la catenaria deve tagliare le curve fisse ad an- 
goli retti. 


«355. Data la superficie di un solido di rotazione, trovare la 
sua natura affinchè il volume contenuto sia un ‘massimo. 


Si prenda l’asse delle & per l’asse di rotazione. Allora la 
pol 


1 ft 
superficie è 2ef YNA+p3) dx, ed il volume è n} y de. 
Lo a Lo 
Sia SV=y+ ay y(1+p?); allora dobbiamo trovare un va- 
“ai i a i 
lore massimo o minimo di I Vau. Qui per l'Art. 838 dob-. 
To 


E biamo avere 


V= Pp +0. 
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cup INI 

ioò yY+ayy(1+p)=_ 0, IN 

cioè , Yy VV +?) Vi +93) ui iNÎIIl 
(01) | 


D LIE e I C 
onde YA Ja +P) 


Questa è l'equazione differenziale della curva che con la ro- 
‘ tazione genererebbe la superficie richiesta. Supponendo che le 
estremità della curva generatrice debbano essere punti fissi, 
ì termini ai limiti svaniscono. 


Se ciascuno dei punti fissi è sull’asse di rotazione, il va- 
lore y=0 deve soddisfare all’equazione della curva; così C=0. 
Allora l'equazione generale si riduce ad 


y a 
YV+—-=0, onde ——_;=0! 
Parere i Ve aglibali 


questa dà un arco circolare per la curva generatrice. 


Un'ulteriore discussione di questo problema si troverà nel. 
Philosophical Magazine per Luglio e per Agosto 1861. 


. Data la massa di un solido di rotazione di uniforme 

ità, si cerea la sua forma affinchè la sua attrazione sopra 

un punto nel suo asse sia un massimo. — pSSa 

i prenda l’asse delle x per quello di 
>) del punto attratto per origine 


rotazione, e 
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x vi i 3 
Così sia V=z1-—_-—_+ ay; allora dobbiamo investi- 
N° + 9°) 
1 
gare il valore massimo o minimo di / Va. 


J Ly 


que dP Ta ; 
La condizione N — pai ...=0 si riduce qui ad N=0, 
dw 


3 Ha) 
cioò, 2ay + peli 
(a + 72)? 


=10 


3 
onde 2a (€ +49)? +e =0.. 


Se supponiamo i limiti x, ed 2, suscettibili di cangiamento 
abbiamo i termini limiti V, day Wo dx; e per farli svanire 
dobbiamo avere V,=0 e 7-0; ciò conduce ad y;j=0 ed 
Yo=0. Così il solido deve essere formato dalla rotazione in-, 
torno all’asse delle x dell’intera curva chiusa determinata dal- 


8 
l’equazione 2a (a+ y)?+x=0; il valore di @ si deve tro- 
| vare per la condizione che la massa, e quindi il volume, è 


dato. 
Integrali dopptii. 


ora il problema di trovare il valore 
i un integrale doppio; ed incomineiamo 
ione di un integrale doppio. 


funzione delle variabili dipendenti x ed y per ora 


w 


di 


e quindi 
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Dinoti L il coefficiente differenziale parziale di V rispetto 
a 2, 2 il coefficiente differenziale parziale di V rispetto a 


AI ed N il coefficiente differenziale parziale di V rispetto a 
div 


da de. allora abbiamo 
dy 


dèz dòz 


oVv= Lù + MT + o 


in cui, come per lo innanzi, ci limitiamo alla prima potenza 
delle quantità indefinitamente piecole. Quindi 


46 ‘(12 Pane i pg De di de dy. 


Il valore di è si può scrivere così; 


SRBRTABT 0; 
av= (e in 844 amg 4 ci AGILE 


so-[f” (0-0 _ Ss Beda dy 
Log 


6 / i 7, (086) do dy + 0 
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ei a 
Quindi / — (M6z) da dy 
Quindi le: | dude î 
7 (U, ; 7 
= Mòz dy mel Mò: dy ) 
Li v), DI I x 
fi CONS feti. dy 
se D) : na io) Jo 1a 
|A 
Me. NNT IM dN\. 
Quindi èU=| / (1 mb E a) Bz da dy 
xo) Vo dea dy 
x fa ( Nè; 0 ) pe 
ì (A Oz); — (1 02)o {ed His 
Lo 


WA WA 
# ( j Màs d) Le. ( Mòz d) 
Vo = S| Yo Led 


aecoai urseà da 
-| (262); I aa +f O CONAI de. 
do du SD da 


o 


Se i limiti y, ed y, sono costanti, gli ultimi due termini 
svaniscono. 


358. Nel valore di èU trovato nell'articolo precedente vi è 
un termine che è un integrale doppio contenente è: sotto i 
segni integrali, e vi sono diversi integrali semplici che-di- 
pendono dai valori limiti di dz. Col metodo già usato nel- 
da l’Art. 380, ne seguirà che ÈU non svanirà certamente se non 
quando svanisce il coefficiente di 62 sotto il doppio segno in- 
tegrale; ‘così per un valore massimo o minimo di U abbiamo 
come condizione necessaria a 


Questa è un'equazione differenziale parziale per trovare £ 
in termini di x ed y; e possiamo dire che le funzioni arbi- 
trarie le quali si trovano nella sua soluzione debbono essere 
determinate in modo che i rimanenti termini in èU *svani- 
— scano. Ma la diflicoltà d'integrare l'equazione differenziale. 


. 


“I d A 


Si 


i 
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| 


| 
ziale in generale impedisce ogni pratico esame di questi ter- : 
mini ai limiti. 


859. Come esempio, si voglia determinare la superficie di | Ii 
area minima limitata da una data curva. | 


Qui per l'Art. 170. 


SIN 


sì ponga come al solito 


de _ de _ cda, dz a ds 
da Pay Va" dady © de 


La condizione per un minimo sì riduce a 


de ge26) a: 
 Wyd+ Ra 


DP+%): 
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Consideriamo il probleina di trovare la linoa più breve tra 
due punti dati. Qui 


i 
V= /(1+p), u=/ Vda. 
Lo 


Supponiamo che y si muti in y+ 2y, e per conseguenza P 
în p+©p; si ponga p + èp in vece di p in V e si sviluppi; 
così V diviene 


3 3 ; 
- POP (0p)? 
N(1+2?) + 7a +29) 2 rmpi000 Ù 
n 2(14 p°)? d 
D 
ìn cui i termini non espressi sono del fexzo ordine e degli or- 
dini superiori in èp. Così otteniamo i 
E 
®, Vs 1% (èp)2 
2U= Ur dee 
x, Zi = - 
É o), L 
: 3 eso 
Il primo di questi termini è quello che per lo innanzi di- — Ù 
SSA notammo con è2U, e la ricerca del valore minimo di WU sin mi 


dove finora è stata spinta, consiste nel far svanire questo ter. 
mine. Supponendo adunque che questo termine svanisca, est 
|. scurando i termini del terzo ordine e degli ordini supe 
abbiamo : Cp uè di 


Bu 


Se £,- x, è positivo, ogni elemento di questo. 


sitivo; così èU è positiva, e quindi si 
3 cate 


Vi 
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A i Ap 
VY Ò co e 
2y? Y?(1 + p?)? 
SIG + p?) i Oy)? D dy dp CDI 
E 3 4 e 
i 8y? 2y° (14 p3? 2) (14+p?)? 


e da questo possiamo 


ottenere dU. 


Ora col procedimento dell’Art. 839 i termini del primo or- 
dine in èU si fanno svanire; quindi trascurando i termini del 
‘| terzo ordine e degli ordini superiori, abbiamo 


3 (314.9) @y 


mae pù èp 


ia 


So 


8y 


o (1 4 99} 


ii dx. 
ay} (1+p?9)è 


Dobbiamo ora investigare il segno di questa espressione — 
quando la relazione tra # ed y è quella che è determinata | 
nell’ Art. 839; e mostreremo con alcune siasi ora che èU 
î positiva. 


Poichè È; z 


dl 
aes 


d era 


ro 
rei 
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, "Ti p dy èp luana Sa 7 
Quindi | ni 22 dg =; | (0)? —— da 
Jo, Y 2/%, y 
SI 1 (2 (0) (2) 
e OU=- î Mep so UT. 
31717, PESNE IC du 
2(2a)? 
Così èU è positiva, e quindi si è ottenuto un valore mini- 


mo di U. 


862. L'articolo precedente mostra come sia possibile cam- 
biare l’espressione del secondo ordine alla quale si riduce è U 
con le nostre precedenti investigazioni, da una forma in cui 
îl segno è incerto ad una forma in cui il segno è evidente. 
Una teoria generale rispetto alle convenevoli trasformazioni 
di tali termini del secondo ordine è stata data da Jacobi; per 
questo rimandiamo alle opere indicate nella fine del presente 
capitolo. 


"Si può osservare che molti dei problemi discussi nel Cal- 
colo delle Variazioni sono tali da poter dedurre con maggiore 
o minore certezza, dalla natura del problema particolare, che 
Vi possa essere un minimo e non un massimo, o un massimo 
e non un minimo, 


363. Pel problema discusso nell’ Art. 359 è facile mostrare 
che il risultato dà realmente un minimo, Qui 


2, (Ya 
V= N(1+p° +99), v=f J V(1 +2? + 4°) de dy 
Lo! Yo So 


Supponiamo z mutato in #4 92, in conseguenza di che p 
diviene p + èp e q diviene 1+èg. Così V diviene 
1 Ò, d 
(14° +99 + —P__ i 
0 (d+22+ 9 (1+p?+® 
4 (£+ 09) Co)? pg dp èq > 
i T; 
2(1+p°+9%? (1+p°+ 40?) 


s 
7 sediisereeeeeeeenieneo 


(+99) Gp? 


sa Fi 
2( Ept 93) 


Allora supponendo che si facciano sparire i termini del pri. — 
mo ordine, e trascurando i termini del terzo ordine e degli — 
ni superiori, abbiamo | = : 


il 
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fa (Vi (14 92) (00)? — 2pg Èp è4 + (1+p?) (0)? | 
| d» | v Ea X dx dy | 
SRL (14p°+g?)? | 
1 iù | V (Gp) + (d9)° + (9dp — pda)? 
=> 3 e 


Vo Yo (1 +p° + MOL) 


Bi 
dU=5 


da dy. 


Così il termine sotto i segni integrali è necessariamente po- 
! sitivo; sicchè si è ottenuto un valore minimo di U. 


9 Condizione di Integrabilità, 


364. Nell’Art. 330 abbiamo trovato che X=0 è una con- 
dizione necessaria per l’esistenza di un valore massimo o mi- 
| nimo dell’integrale ivi considerato. Può accadere però che in 
alcuni casì la relazione K=0 sia soddisfatta identicamente; 
puprorediamo a dare un esempio di questo caso e ad interpetrazlo. 


6 pps che sì cerchi il valore massimo 0 minimo di 


a DI 13 D 12 7) 
!(Y__2y *) - 
+ )dr. 
= la È Ul = 


Ira 
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bi 
Riunendo i termini si troverà che i 
w_TP_ Pe 
de cd dor 


svanisco. Così in questo esempio la relazione K=0 è una dden- 
tità, e non possiamo ottenere da essa alcun valore di y. 


In questo esempio troveremo che 


fras Mii A 


cioè, l'integrale fra si può ottenere senza assegnare il va- 


lore di y in termini di x. Così se vogliamo trovare un valore 


SET 
massimo o minimo di Vdx, dobbiamo investigare un va- 
To Li 


tà 

. 5 dra sea x - 

lore massimo o minimo di (CIS (E mÌ. Non si tratta a- 
y 

dunque di un massimo o minimo di un' espressione integrale 


indeterminata della specie finora considerata, ma di un mas- 
simo o minimo di un'espressione libera dal segno integra 


Questa ‘specio di problema di massimo o minimo è co 
in alcuni. dei a estesi sul. Calcolo delle Vo 


ostreremo ora Seroalinanie che la condizione n 
sufficiente affinchè V sia integrabile senza asse 


cifico di y in termini di musi è SR K= 


Se la funzione V è immediatamente integrabile l'integrale 


LL Var si può esprimere nella forma 


ln) Ge I 
PAS Mo dal Vday e dg) 
DIE (0 (CÒ =. Ì 
CO 1Uo» da, oi da Do gn dai I 


in cuì la forma della funzione dinotata da © rimane immutata 
| qualunque sia il valore di y in termini di 2. Ora supponiamo 
| che y riceva una variazione tale che lasci inalterati i valori 
di y e dei suoi coefficienti differenziali ai Vimiti; allora dal 


È falore dif, Vada segne che 


il | 
i 
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} 

î 

, 

Ì 

i 


la, 


Lo 


Tcosì per l'Art. 329 : sro a 


pr d av. di dV 


ca 
Vago ds dj “au 93 
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Nondimeno riprodurremo una dimostrazione più 
che è stata data di questa proposizione. 


Supponiamo Mito yi, a) 

Dinotino w e v due funzioni di a per ora indeterminat 
dinoti a una quantità che-varieremo indipendentemente d 
Dinoti È (@) ciò che diviene V quando si pone v + 2v in vece 
di y, «+ av' invece di y/, wu + av" in vece di y”, e così di 


seguito; così 
V(a=o@utav, ut, u+av',...). 


abbia- 


Si differenziino i due membri rispetto ad «, sicc 
mo un risultato che possiamo. dinotare così, 


do do do 
Co 7) SENZA a se ie S TAR 
(0) du di du! ° È 
S'integrino i due membri, da a=0 ad a=1; così 
402 do ) 
VA -4(0 È loda; 
OEOG O Uni EEN] CLS) 


cioè, abbiamo quel che segne identicamente vero, 


Qe,uto, wW+v', u'+0",...) 


=, ...) 


(do do ì 
agio grad 
+fi GARE 7 SRI 


S'integrino i due membri rispetto ad x; così 
IÈ (C,W+0d, <W+0!, u +0", ...) de 


iu... 


do Ì ] 
+. del. 
4, de [ffibo ad do uti du'' Depia e ; 


ne 
"% Lul 
id GALCOLO DELLE VARIAZIONI, 929 
lì 7 in cui nell'ultimo termine si è cambiato l'ordine delle inte- 
 grozioni indipendenti. 
SÈ col integrazione per parti 
il dg dd 
e , 
o dui du' da du 
è d d d do pudi do 
to | IIS da o do= vu P, v + 334, 
Ù b du! du da du aa du'' 
e così di seguito. 
fre, u+o, w+o, "+0", ...) de 
lb 


=fe (a, UU, u", ..) de 


1 /do dA dg ) i 
+e. da 


RT 
da du ©) da] i 


azione K:=0 è soddisfatta iden-_ 
ì y; così essa è soddisfatta 
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Così [Vas è qui attualmente esibito come un'espressi 


formata da termini l’uno che racchiude solamente integrazione 


ordinaria rispetto ad #, e gli altri integrazione ordinaria ri- 
spetto ad a. La funzione w è sempre in nostro potere; essa 
dovrebbe essere scelta in modo che nessuna delle quantità che 


s'incontrano diventi infinita o indeterminata; può accadere 
insieme a questa limitazione si possa porre w= 0. 


367. Sarà ora facile di dare le condizioni necessarie e suf- 
ficienti affinchè una funzione sia integrabile per sè più di una 
volta. 

Abbia V lo stesso significato come sopra. 


Abbiamo, qualunque sia V, 
{{[ras al de= r{Var-| — |x Vada. 


Allora affinchè V sia integrabile per sè pUE volte, natural- 
mente deve essere soddisfatta la condizione affinchè essa sia 
integrabile per sè una volta; e quindi la a condizione ad- 
dizionale si è che #Y sia anche integrabile per sè una volta. 
Così affinchè V sia integrabile per sè due volte, le condizioni 
necessarie e sufficienti sono che siano identicamente vere le 
seguenti relazioni 


dvd vd dv 
da da dif di da? ay 
dVo d dVa d' dVr 
‘dy de dy di da? dy' 
Possiamo modificare la forma di (2). Infatti 
dVa POLE dVa dy <cdVe —adW 
dy = Ly ) dy =L77 dy ° dy” Slap PTCODONORA 
d dVe CARA ARCA 
da dj ® do dy' s dy'* 
da dVr dè dv ad dv 
da aaa dd 
ad aVo _ TA dV gli dr 
dB aa art day 


srssareseresaieioee 
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i ostituisca în (2) omettendo i termini che sono zero per (1); 
‘a otteniamo 

rav __& È 
ener an angy nn 0). 


Così (1) e (2) si possono rimpiazzare con (1) e (3). 


Per una formola data nell’Art. 54 l’nmo integrale di una 
lunque espressione proposta è espresso in termini di n+1 
gralì semplici. Da questa formola deduciamo che affinchè 
ia integrabile per sè n volte, è necessario e sufficiente che 
na delle seguenti espressioni sia integrabile per sè una 


WED e avi 


- esempio, affinchè V sia integrabile per sè tre volte, ol- 
ondìzioni (1) e (2) o (1) e (3), deve essere identica- 
ra la seguente, 
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Aggiunta sulla Variabilità dei Limiti. 


868. Nel metodo da noi adottato di trattare i problemi in 
cuì si hanno cangiamenti dei limiti abbiamo seguito l’esem- 
pio dato in due opere molto elaborate sull'argomento, quelle 
di Strauch e Jellett; e decisamente raccomandiamo questo me- 
todo come il migliore. Noi non attribuiamo alcuna variazione 
alla variabile indipendente, ma solamente alla variabile di- 
pendente, Un altro metodo però è stato frequentemente adot- 
tuto, e dovrebbe essere spiegato affinchè lo studente potesse 
intendere ogni rinvio ad esso che egli può incontràre nelle 
sue letture. 


In questo metodo si attribuisce una variazione a tutte e due 
le variabili la dipendente e la indipendente, 
Diventi © 4 + è ed y y+ ©y, si vogliono trovare le varia: 
zioni di MW, TU 
(IGEA 


dy 


SS TS ; ZE 
Dinotiamo la variazione in con © a così 


dx 


3 U_d0+%) _dy 
da d(a+da) 
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Im questo risultato si muti y in y'; così | Il 
Inq yiny'; id 
n. _UOy —y" dx) | 
9 ùl, n Mv OI) Î 
yy da iI 
_d @y-y' dr) 
3 MeITAn? i 
i - Similmente 
S > nm uns a (dy a y dx) 
SE v="— —, 
| ay y!"ò a 


e così di seguito. sal 
Si ponga w per dy— y' dr; così 


,_ do cera 
oy= tr da, 


ora, V una funzione qualunque di w, y, ed i coeflicienti 


pziali di y rispetto ad x; e sia u=[" Var. Si voglia 
Lo 


la variazione di U-clie nasce dalle “variazioni òL e 
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ISIREnO O x (Erra V] f 
onde 1a Vv rta =(Vow)), — (Von) -| (È | dx da. 
Ja Ly (40 


; CA n S0, ; i 5 
in cuì 3) dinota il coofficiente differenziale completo di V 
de 
rispetto ad @, a 


Così 3U=(Vèm— (Van), +] {2v-| 4 
x, I 


o 


CO n ia 
398) tag Oy te 


pa } 
fn dy y dy 


o VV VV 
dol" da dy' ay” ta 


dv dV de DS 
Tel è dr=-— w' 4 SCIE che: E 


dy toy dy' dy' 
‘e finalmente 
ra, un, Ga” 


ev_| 


+ 


meta de i de. 
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I. Una curva di data lunghezza ha le sue estremità su due 
date linee rette che g'intersegano; determinare la sua 
forma quando l’avea racchiusa tra la curva e la sua 
corda è un massimo. 


12. Determinare una curva piana chiusa di dato perimetro che 
racchiuda un'area massima. 


a (Si vegga Mistory ..., pag. 68.) 


7 3. Si vogliono unire due punti fissi con una curva di data 
È lunghezza in modo che l’area limitata dalla curva, le 
ordinate dei punti fissi, e l’asse delle ascisse sia un 
massimo, supponendo la lunghezza data maggiore di 
quella che si trova nella soluzione nell’ Art. 353 


(Si vegga History ..., pag. 427). 


Un piatto rettangolare deve accomodarsi con un coverchio 
di stagno di data altezza avendo le estremità verticali ; 

determinare la forma affinchè la quantità del materiale 
adoperato sia la minima possibile. 


Una montagna ha la forma di una porzione di sfera, e la 
velocità di un uomo che cammina su di essa varia co- 
me l'altezza al di sopra del circolo massimo orizzon- 
tale della sfera completa; mostrare che se egli vuol 
assare da un punto ad un altro nel minor tempo pos- 
sibile, deve muoversi nel piano verticale che contiene 
due puro pae 


ndo una superficie curva a essere divisa da un piano 
e potzioni simmetriche S. igione del Fish 
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7. Trovare il valore minimo di 


ES (4 +2 ens)) , 
4 seno + | dx. 
(\da eng ) 


1 Philosophical Magazine per Decembre, 18GI 
Sk x Pri 1/dy\z 
8. Si cerca il valore minimo di | ( ) dx sotto le secuenti 
o\dx 
ER fe”) 
condizioni yo = 1, | — do==-1. 


a History... , pig 


9. Si cerca la variazione di fraz, in cui V è una funzione 


dy dy A DI 
= 00, essendo v=|V'de,e V' ani 


7a). 


di x, y 

NET o dy  dy 
che una funzione di 2,7, 3 15 
da 


(Sì vegga IZistory..., pag. 21.) 


da 


10. Dinoti s l'integrale | \(1+p?) dx, e sia 9(s) una fun- 
0 
zione qualunque di s; allora si cerca la relazione tra 4 


Da 
ed y che rende | 9(s) de un massimo o un minimo 
0 


mentre | y/(14 p?) de ha un dato valore, « essendo 
0 

una costante. Per un caso particolare si supponga g(s)=s. 

(Si vegga Mistory..., pag. 453.) 


DO 


11. Si: cerca la curva in ogni punto della quale 


ir 
9 (i COREA a 
è un massimo o un minimo. 
(Si vegga History... , pag. 1.) 


‘12. Si cerca la curva in ogni punto della quale Dei è un 


; a TERE N d 
massimo o un minimo, le variazioni di y È essendo 


i! 
F Il 
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IK} KI 
} : ; NOI 3 I, 
prese in modo che in ogni punto yr—y?— non sìa fyii 
È de | 
sottoposto ad alcun cangiamento con la variazione. iii 
(Si vegga Iistory..., pag. 414.) 


| 
#13. Applicare l'Art. 350 alla dimostrazione del punto suppo- o 
sto nell’Art. 339, cioè, che la curva richiesta nel pro- il Il | 


blema della brachistochrona giace nel piano verticale 


che contiene i due punti dati. | 


| 
14. La forma di un solido omogeneo di rotazione di data area & Ii 
superficiale, e descritto intorno ad un asse di data lun- # 
ghezza, è tale che il suo momento d’inerzia rispetto. 
all'asse è un massimo; dimostrare che la normale in 
ogni punto della curva generatrice è tre volte il raggio 

di curvatura. 


15. Un dato volume di una data sostanza deve essere formato 
in un solido di rotazione, tale che il tempo di una pic- 
cola oscillazione intorno ad un asse orizzontale perpen- 

=  dicolare all'asse di figura sia un minimo; determinare 
la forma del solido. suse pi 

#9 . (Si vegga Zistory ..., pag. 391.) 


Un vaso di data capacità in forma di una superficie di 
rotazione con due estremità circolari, è riempito di fl 
ico che gira intorno all'asse del vaso, e 
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; Mostrare ancora che quando la superficie è un minimo e 


; la capacità solamente è data, la sezione è circolare; e 
ve quando la pressione normale è un minimo, la sezione 


è una catenaria o due linee rette, secondo che è data 
la superficie o la capacità. 


‘18, Se vi sono due curve con le loro concavità in basso e ter- 
minate alle stesse estremità, una molecola che si muove 
sotto l’azione della gravità impiegherà un tempo mag- 

giore per descrivere la curva superiore che per la curva 

inferiore, la velocità iniziale essendo supposta la stessa. x 

nei due casì. 00] 

(Si vegga History... , pag. 348.) 
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CAPITOLO I. 


condizioni d’ integrabilità per le funzioni differenziali 
i più variabili indipendenti, e della loro integrazione, 
La funzione differenziale 
9 (€,y) do +d (2, y) dy, 


riabile y sì suppone legata ad & da una relazione 
= (2), equivale ad una funzione differenziale di 
riabile f(@) dr, dinotando per brevità con f(2) la 


20] + 4 A 


Dar - 3 
o ridu 


CONDIZIONI D'INTEGRABILITÀ. 


Quando le funzioni © e U verificano l'equazione (2), sì dice 
che l'equazione (1) soddisfa alla condizione d' integrabilità : 
esiste allora una superficie di cui si può rappresentare con (1) 
l’equazione differenziale, e con 2 =" (®, y) l'equazione in 
op, 

2. In questo caso, la determinazione della funzione # si ri- 
duce alle quadrature; infatti, poichè si ha 

de 
an 019): 
bisogna che la funzione # sia della forma 


z = [e y da +04), 


0(y) dinotando una funzione -della sola variabile y che deve 
essere trattata come: una costante nell’integrazione indicata 
rispetto ad x. Da ciò si ricava, in virtù della regola di diffe- 


renziazione delle funzioni sotto il segno I 3 


da 
dy 


00=/[1e,m-| LED an] ay, 


\_[[d-0(2,9) d:0(y) 
= = ISTE SEI 
= 9,9) = dy da + dg 


dy 


1=/26,9) a+ [[ve,» [120 a] dy + cost. 


finchè effettivamente 0 (y) non contenga x, bisogna che sì 
abbia 5 
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che soddisfa alla condizione d'integrabilità: si avrà 


6 i yda paci | 
| Sea ny n 04), IVI) 


® 
d00) z d.arc.tan- 
dy TI SEI DE 


dy 


x 
z=arc-tan- + cost. 
Y 


Queste considerazioni si estendono alle funzioni di un. 
iero qualunque di variabili. Così, affinchè esista una fun- x 
u di tre variabili indipendenti x, y, 2, suscettibile di 3 
all’equazione differenziale 


ERRATI 


i dinotano, per brevità, delle funzioni delle tre 
2, bisogna che si abbia - 
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ma, da un'altra parte, in virtù dell'equazione precedente, 


d:0(Y, 2) =[(dE-| f AX vo) d. Le 
iS TTTRORI ZIE 
da da lio dp È i 


dunque 


d'yE) a [È fs I d?°X ) 

Ugg i di dz ci dz dy dz Lap 

Rae dX dY d°X 2) ] E 

ì 6) -/l [7 do JE -| dy dz da } dal 

e finalmente 

: i u=f xd sIG= [fr 40) dy 
SS ; . UDEAE= I (Es ae dX ) ] 

+[[z [E da ae dx ) dy| dz + cost. 


Affinchè la funzione 0 (y, 2) non contenga LC, bisogna che s 


Y( 845 )( 


sa CAPITOLO IL 


Integrazione delle equazioni differenziali a due variabili 
e del primo ordine. 


4. Il problema dell’integrazione delle equazioni differenziali 
tra due variabili ha per oggetto di trovare, tra la variabile 
indipendente e la funzione, un'equazione che soddisfi nel modo 
più generale all’equazione differenziale proposta, per mezzo» 
dei valori che se ne deducono per i coefficienti differenziali 
dei diversi ordini. In altri termini, si tratta di trovare l’e- 
| quazione più generale delle curve che godono in tutt'i loro 
punti della proprietà espressa dall’equazione differenziale. 


Nel Calcolo Differenziale sono stati indicati i legami che 
Ssistono tra un'equa: 
i 
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L'equazione (2) s'integra sempre, o almeno l'integrazione 


è ridotta a semplici quadrature, allorchè le variabili vi sono $i 
separate, vale a dire allorchè questa equazione è messa sotto # 
la forma | 
(0) da 4 VICO) dy=0, 
L'integrale generale è allora 
fear+ fem y=0, 
C dinotando una costante arbitraria, o È 


x y 
[a@d+[ e@m4=o, 
passando.agl’integrali definiti, e rappresentando con yo il va- 
lore di y che corrisponde all’ ascissa 0, 
Sia proposta, per esempio, l'equazione 


yda —ady=0 


essa puo mettersi sotto la forma 


e le variabili trovandosi separate, sì avrà integrando - 
logy—loga=C; d'onde si ricava ca ='(0%;r dinotando con e il 
_ numero di cui il logaritmo è C. 


La separazione delle variabili si opera immediatamente tu C) 
lo OLO DI "l'equazione (1) si mer sotto la forma - 


1=2040, d'onde dg Ode 5 


1) volto la pezione non sì opera a per, mezzo. 
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da ni _ Yo t) dt 


onde #3 ROERO ) 


equazione in cui le variabili sono separate. È così che l’equa- 
zione 
edy—yda = N (2° + y°) da 

dx Ceres 0: 

i SNI(EERTA) 
onde, integrando per logaritmi e ripassando in seguito dai lo- 
garitmi ai numeri , 


diviene 


x Uni 
(4 N(A +0) Yy+N@+9) 
a 2ey—-c=0. 


c= -—Y+N@+9); 


effetto, allorchè si differenzia quest’ultima equazione e si 
elimina c tra l'equazione primitiva e la sua differenziale im- 
mediata, si ricade sull’ equazione differenziale proposta. 


Accade in alcuni casi che si può, con un cangiamento di 
iabili o di coordinate, rendere omogenea un'equazione che 
on è tale. L'esempio più CR di questa toasformazione 


dall’ equazione È 


== nn 
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e se sì pone ax + by = £, si ottiene un'equazione in £, dt, de, 
în cuì le variabili si separano senza difficoltà, come in tutte 
quelle in cui una delle variabili entri solamente col suo dif- ge 
ferenziale. A 


Equazione lincare di primo ordine. 


a 


7. Una trasformazione semplicissima opera anche la separa- 
zione delle variabili nell'equazione 


YV+yo9o(a=U (2), ...... cin enni con (4) 


che si chiama equazione lineare di primo ordine, poichè essa 
non contiene nè le potenze, nè i prodotti della funzione y e 
della sua derivata y'. Sia 


y= 0, dy= 046 + td0, 


0 e # dinotando due funzioni ausiliarie ed incognite di x; la 
proposta diverrà 


0dt+td0 + 0 (£) da = (x) da. 


Si può disporre delle funzioni odia te 0, in mo 
da Sasomporre questa equazione nelle due seguenti 


 0dit=W(2) da, d0+0-0(a)do=0. 
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mio: y+y=—99, 
sì ha 


"| feda=a, fu (0) do-et=— e [x — 3x4 6(c-1)}+C; 
y=—[25—3r*+6(0—1)]+ Co? 
Di î0) T] Y Slo 
3, Y sa Ho 
in questo caso gli esponenziali spariscono, poichè si ha 
fe da | c = log, gle = gogre q. 


d' onde si ricava senza difficoltà 
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temuta rispetto alla costante arbitraria che l'integrazione ha 
introdotta: la differenziazione darà 


da 
da 


equazione di cui il primo membro è necessariamente un dif- 
ferenziale esatto, e che deve sussistere insieme con l’equazio- 
ne (2). Si avrà dunque 


da. du 
de dy. 
= =, 
cy) deg 


p. dinotando in generale una funzione di .x e di y. Per con- 
seguenza, se si moltiplica il primo membro dell’ equazione (2) 
pel fattore L, questo primo membro diverrà identico col dif- 
ferenziale totale da, e soddisferà alla condizione d’integra- 
bilità. 

Così il primo membro dell'equazione (3) non soddisfa alla 
condizione d’integrabilità; ma come si è trovato (Art. 5) per 
l'integrale di quella equazione 


xdy— yda 
a? 


1 
vi e, onde 
Lo 


=i05 


si sede che il fattore È: è quello che rende il primo membro 


È della proposta un differenziale esatto. ° 
ilmente l'integrale dell’ equazione 


ly+y/@+y)] de 2dy=0 


v)] dy 


ade +(y= N@+ 
+49) 
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9. Si può osservare che, quando si conosce un valore del 
‘fattore |., so ne possono dedurre infiniti altri: infatti, poichè 


[o (7,y) de + d (e, y) dy]=da, 
siha Uf(©[9(7,y)d0e + Y@,y)dy]}=f(@ da, ...(0) 


= f(©) dinotando una funzione qualunque della quantità @ di cui 
Tsi conosce la composizione in 2,y. Ora l’espressione f (2) da 
è essenzialmente un differenziale esatto, e la determinazione 
| della funzione da cui esso deriva risulta da una semplice qua- 
 dratura: dunque il primo membro dell'equazione (6) è anche 
‘n differenziale esatto. In altri termini, il fattore p/(©), in 
‘cui le funzioni p., 3 sono conosciute, ed in cui la funzione f 
può essere particolarizzata in infiniti modi, gode come il fat- 
e p. della proprietà di rendere il primo membro dell’ equa- 

me (2) un differenziale esatto. 


Prendiamo per esempio l'equazione (3) e supponiamo sem- 
plicemente f(c)=©. Si ha in questo caso 


Y 
ig 


ì 3 
i onde pf(©)= 5 


+ ultimo fattore renderà dunque il primo membro dell’e- 
one proposta un differenziale esatto; ed infatti si ha 


È dh - yd2) ot ydy ade EE LITE () i 


È 


po E 9 x 


inare @ priori il fattore p, bisognerebbe sod- 
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Se, per esempio, il fattore p. non dovesse contenere che la 
variabile #, l'equazione precedente sì ridurrebbe ad 


1 du 1 (E Ti) È 
y\dy dx} 


e in virtù dell’ipotesi, bisognerebbe che il secondo membro 

di quest’ ultima equazione si riducesse ad una funzione f (2) 

della sola variabile x. Si avrebbe dunque ea di D’al- 

tronde non si restringerà la generalità dell’ipotesi ponendo 

U=1, poichè si può sempre ammettere che l'equazione (2) 

sia stata divisa pel coefficiente di dy; ed allora, bisognerà che 
da 


il coefficiente di sia indipendente da y, e che si abbia 


ge y)=y +); 


vale a dire che questo caso è quello in cui la proposta si pre- 
senta sotto la forma d’un’equazione lineare di primo ordine. 


11. Quando l'equazione (2) è omogenea, essa può sceriversi 


UACA (1) de+ a" Y, (5) der 


e si è veduto (Art. 6) che essa si cambia in 


2A 


£ EURES BARS SSR 
di 


do sono separate, e che è per con- 
Il fattore pel quale si è 
a 
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Equazioni superiori di primo ordine. 


| 12, So l'equazione (1) contiene la derivata y' elevata al qua- 

drato o. a potenze superiori, se ne ricaveranno con la risolu- 
«gione algebrica altre equazioni 

Î 


yV-f(@,y)=0, yi fo (,y)=0, ele. , 


(di n » 

6 in numero eguale a quello che indica il grado della proposta 
i rispetto ad y'. S'integreranno queste equazioni separatamen- 
Ùo , se ciò è possibile: e ciascun integrale, completato da una 
d) stante arbitraria, soddisferà. alla proposta. Il prodotto di. 
de atti questi integrali soddisferà dunque nel modo più gene- 


all’equazioue differenziale proposta; o, in altri termini, 
sto prodotto ne sarà l'integrale generale. Si potrebbero 


ettere differeriti; ma. non si restringerà la generalità del- 
rale dinotando tutte queste costanti arbitrarie con la 
lettera; poichè, se si attribuiscono a questa lettera uni 
valori numerici possibili, si otterranno evidentemente 
tegrali particolari che ciascun fattore dell’ integrale 
scettibile di fornire. . 3 : 


a risoluzione dell'equazione 
» : È . 


otare le costanti arbitrarie che entrano in ciascun fattore- 
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13. Si può in alcuni casi eludero la risoluzione dell equa- 
zione proposta rispetto ad y' Se, per esempio la variabile y 
non vi è contenuta, e che essa sia riducibile alla forma 2=f(Y), 
sì avrà, applicando alla funzione dy=y'dx la regola dell’in- 
tegrazione per parti, 


y=y'x -| ady' + C=y'f(y) [fw dy +0. 


Allorchè la quadratura indicata nel secondo membro di que- 
sta equazione potrà effettuarsi algebricamente, non si dovrà 
fare altro che eliminare y' tra questa equazione e la proposta 
per ottenere l'integrale completato dalla costante arbitraria 0. 
Sì tratterebbe in modo simile l'equazione y= f(y/), dopo di 


il ; ; 
aver posto dea vale a dire dopo di aver preso y per va- 


riabile indipendente. 


14. Quando la proposta sarà della forma y= f(&, 9), se ne 


ricaverà 
,e dd NCZI 
da dy' da * 


Quest'ultima equazione è di prinio ordine rispetto alle va- 
riabili @, UE ammettendo che essa cada nella categoria di 
. quelle che sì sannò integrare, basterà eliminare y' ira l'in- 
tegrale ottenuto e la proposta, per avere l'integrale stesso 
della proposta, 


Per esempio, se questa è della forma 


y=%0(Y)+V(Y), 


si avrà ui 
7 Le od o (Y') VU (4) = 
,= x RS N ME NI 
PED ONEEZIONES iis 
e per pene (Art. 7) K : 
CACALTI ay: o (V) dy' 


209) NE AOL SPIRI UO fune y'— g(y') 
2=| VESTITI +0). 
deve osservare in particolare l'equazione 
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da cui sì ricava con la differenziazione 


di TA 
3 OZ IYW)+E] 7 ee (10). 


Sì soddisfa all’ equazione (10) ponendo 


dy' 
da 


=(0 MM ondeniyi=, 


| e la sostituzione di questo valore di y' nell'equazione (9) dà 
per integrale generale 


: - YET ee) 


equazione di una linea retta che si sposta sul piano xy que , 2 
; p sì fa variare la costante sipnaria © Z 


“mia ie 


! tra le Su ni (9) e (12), si ha un’equa- i 
> (10), nia che non ne 


)( 356 )( 


é 
y 
CAPITOLO III, ; ‘ 
Integrazione delle equazioni differenziali lineari, 
d’ ordine qualunque. di 
«3 TCGIRTO : va : ; da 
15. Si chiama equazione differenziale lineare quella chie non dj 
racchiude, nè le potenze superiori alla prima, nè i prodotti 
della funzione e dei suoi coefficienti differenziali dei diversi 
ordini, e che è per conseguenza della forma } 
I 
y( + Py®8 + Qy®9 +... + Uy=V i (1) I] 
5 dl 


P,Q...U,Y dinotando delle funzioni della sola variabile in- 
dipendente @. : : î 

È : Supponiamo da principio che _il secondo membro di (1) sia 
nullo, o che si debba integrare l'equazione 


YO) 4 Py0 4 Qy(9 +... E Uy=0 e (A 


La proprietà caratteristica di ui’equazione di questa forma | “È 

consiste in ciò che, se si hanno diversi valori particolari di y — 

% in funzione di x che vi soddisfano, valori che dinoteremo con — 

Yi Ya: Ya «> la somma di questi valori moltiplicati rispet: 
tivamente per costanti arbitrarie C,, C», Cy, ete., 0 


Cyi+ Oa + Css toto. 


«vi soddisfa egualmente; La forma del calcolo sul quale riposa $ 
questa proposizione, risulta così evidentemente dalla forma, 
stessa dell'equazione (2), che basta l’indicarlo. — DE 


rue da-ciò che se si conoscano n valori particolari e 
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16. Ora, vi è un caso in cui si trovano facilmente n va- 
lori particolari di y atti a soddisfare all'equazione (2): si è 
quello in cui tutti coefficienti P, Q, ... U si riducono a co- 
stanti: infatti se si pone y=e"*, si avrà, qualunque sia è, 
yl0 = m'e"”; in modo che questo valore di y, sostituito nel- 
l'equazione (2), darà per risultato 


emo (ml 4 Pm + Qu? + ...+U)=0; 


ed allorà, è chiaro che la funzione y = e”? soddisfa all’equa- 
zione (2), purchè il valore assegnato al numero wm sia una 
delle radici dell’ equazione numerica 


mi + Pula QTA... +U=0....0 (8) 


Dunque, se si dinotano con my, #3, 0, ... My le n radici 
di questa equazione, e con C,, 04, 03, ... Cn delle costanti 
arbitrarie, l'equazione (2) ha per integrale generale 


y= Cet + Crema + Cet... + Ce... 


17. Allorchè tutte le radici dell'equazione (3) sono reali e 
disuguali, si verifica facilmente che le costanti arbitrarie Ci, 

Cg ... C,, possono essere sempre numericamente determi- 
per mezzo dei valori iniziali 

nm a ni 


e - DE Vo ’ Yor Y"o v oossa ya ’ 


a, per esempio, n= 3, si avrà — 
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La simmetria di queste formole indica sufficientemente la 

delle espressioni che si otterrebbero, se si avesse un 
ior numero di costanti arbitrarie a determinare, per mezzo 
dei valori iniziali della funzione e delle sue derivate, 


leg 


18. Se l'equazione (3) avesse radici immaginarie, le espo- 
nenziali divenute immaginarie si aggrupperebbero a due a due 
e sì trasformerebbero in seni e coseni di archi reali. Così, 
a+ y-—1 dinotando due radici immaginarie coniugate del- 
l'equazione (3), i termini esponenziali che queste radici .in- 
troducono nell’integrale generale, cioè 


JI 


CiEeb \FA)Er Cera va) 


sì cambiano in 
tia; 2, 
esc (Cet VesA Cé fe v 1) [ 


=e*[(C,+ C3) coste +(C,— Co) yy —-1-sente], 
e finalmente prendono la forma 
e (M costr + Nsenfz), 


quando sì stabiliscono tra le costanti indeterminate C(,,0,,M-N 


le due relazioni î 
C,+0,=M,.(0,= C)y-1=N. ni 
Si può ancora semplificare questa espressione ponendo ; 
M=Xcose, N=-—sene, 

ciò che dà 
e (M cos fa + N sen fa) = de®® cos (Ba +e): Li 
allora X ed e sono le due costanti arbitrarie. hi 
1 


19, Allorchè alcune delle radici dell'equazione (8) diven- 
tano eguali tra loro, l’analisi precedente si trova in difetto. 
Sia, per esempio, my= my: ì termini Ce! + Ce" si con- 
fonderanno in un solo (C+ C,)e®:, ed il coefficiente C,+C 
sarà equivalente ad una sola costante arbitraria, di maniera 
che l'integrale (4) non avrà più la generalità richiesta. In 
questo caso, se poniamo r 


% e (A+ Bid), rire (5) : 


mio che moltiplica Be": 


Ko) 
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la sostituzione di questo valore nell'equazione (3) darà 
e (A,4+-B 0) (0m°+ Pm" 14 Qm +... + +U) 
+B,e":[ mm," 14 (n—1) Pm," 2+(n-2) Qnm," 9+...+7]=0. 
Il fattore 
my + Pm! + Qm 24... + Tm +U 
svanisce, poichè m, è radice dell'equazione (3); ed il polino- 


"x svanisce ancora, poichè, per ipo- 
tesi, n, essendo una radice doppia dell'equazione (3) è anche 


una radice dell'equazione derivata 


mm 4 (n — 1) Pm + (n- 2) QM73+...+T=0. 


Dunque, se si continua ad indicare con my, ... nm, le radici 


semplici dell'equazione (3), e se si pone 


y=e? (A, + Bo) + Ce CA st en 


ferà all’equazione (2) di cui si avrà wr go- 
poichè le costanti de 525 Ca. ne O, di numero n, 
ibi i E cx 
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y ex 3 À Mi 
sostituendo ad ef la serie sempre convergente che ne è lo i 
sviluppo. È permesso di mettere questa espressione sotto un’ # 
altra forma, cambiando le costanti arbitrarie, e ponendo per 
ciò CK + = 4, 0,€= B,. In questo modo, l’espressione pre- 
cedente diviene 
c298 
Hi e?g 
e: x ui PS È 
[4, + B,0d + B, (a 2*7T2.:31 ote.)]; 
e se sì fa ora e=0, essa si riduce al secondo membro del- 
l'equazione (5). I 


Il trinomio (6) essendo stato rimpiazzato da 
emo (4, + Ba) sh CI gie È 


nel caso in cui le due radici my, mn, diventano eguali, si po- 
trà fare my =, + €, ciò che muta l’espressione precedente in. 


e (A+ B,0 4 0,182) 
mo eg? (953 |: 
e A, +Bio+ 05 (14 È oe Tag teo 


Nulla impedisce di cambiare le costanti ponendo 
414 05=D,, B,+ 0,e=E, 30,@=Fy 
con ciò il secondo membro dell’ equazione precedente di) 
etna [D, +Ex+F,+F, (Ea ste.)] 5 


em? (D+ Ex+ Fa"), 


esso metodo si applica evid 
iero delle radici eguali 
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#4 dinotando una nuova variabile, funzione di x, Osserviamo | 
"a tale effetto che, se si dinotano con v, v delle funzioni qua- 
lunque di una stessa variabile indipendente, si ha: | 

| d'iuv=usv + vdu , . ill 
| | 
| d*.uv = ud?v + 2dudv + vd?u , ini 


Î n n(n—- 1) 


neuv = ud E mA; «Aud + 1 
4 uv ud'v + dud vt ma deud2y + 


Ro, +7 dvd! ut du. 


y nell'equazione (1) dà 


ye + ou + Py) 2002) 


" siate 1)Pyy + i | 94... 
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In quosta ipotesi, se si conoscesse un secondo valore parti- 
colare y,, atto a verificare l'equazione (2), uno dei valori di 2 
ricavati dall’equazione (9) dovrebbe verificare l'equazione (7), 
dopo di avervi rimpiazzato y con Us Si avrebbe dunque, di- 
notando con 2, questo valore particolare di z, 


VAZIII fe do, 0 £,}= (n, 


Dunque, se si conoscono due integrali particolari dell’ equa- 
zione (2), si, conoscerà con ciò un integrale particolare del- 
l'equazione (9); ed in conseguenza l'ordine dell'equazione (9) 
sì abbasserà di un’ unità per mezzo della trasformazione 


#=#,|udr. Siccome questo ragionamento può essere conti- 


nuato di mano in mano, ne segne che se si conoscono wm in- 
tegrali particolari dell’equazione (2), l'integrazione generale 
di questa equazione, ed anche quella dell’equazione (1), sa 
ranno ridotte a dipendere dall’integrazione di un'equazione 
differenziale dell'ordine n—m; di maniera che questa essendo 
integrata, si avrà l'integrale generale dell’ equazione (1) con 
semplici quadrature. Bel teorema: dovuto a Lagrange. 


21. Quando i coefficienti P, Q, ... U dell'equazione (4) sono 
numeri costanti, il solo ultimo termine V essendo funzione 
n di x, si conoscono n integrali particolari dell’ equazione (2), 


d e Yyi= em, =... Yn= en: 


My, Mg, +. My dinotando sempre le radici dell'equazione (3). 
L'integrazione generale dell'equazione (1) si trova dunque ri- 
dotta alle quadrature. i : 


Sia, per esempio, l'equazione lineare di secondo ordine 
Mi cadi a 
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e si ha > ig nea, 
Poniamo U="% fe eda= ee j sat: | 
| 
la trasformata in £ sarà It 
i i 
pm, + P)e= Ve", o — (mm, — mi) = Vea, | 
per essere P= — (my + 2)). Facciamo inoltre 
fi 
a W\ - ! 
3 WY = 
DS sf ude = — udo = (im, — my) ema ma)? fuar: | 
È (d 


la trasformata in « darà 


Vemar 
; 
my — My 


(ie 
g= e me [Ve Mt Tp, 
Caio = [ae [ella ve [Ve Mat dr]; 


integrando per parti, 
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parametro 78, e ponendo in seguito my =#,, si troverebbe 
per questo caso 


y= em @| Vert de — | Ve-Mi® rda). 


22. Non lasceremo questo soggetto senza far conoscere il 
metodo impiegato comunemente per far dipendere l’integra- 


zione dell'equazione (1) da quella dell'equazione (2). 


Supponiamo che si conoscano n- integrali particolari dell'e- 
quazione (2), in modo che si abbia per l'integrale generale 
di questa equazione 

AA 4 n 9 
y= Cyan + Cayo + Coat cen + Cani eve (12) 
questo valore di y si può prendere ancora per l'integrale gene- 
rale dell’equazione (1), purchè si considerino i fattori (4, 
0), ... Cn, non più come costanti, ma come delle funzioni di 
x, da determinarsi convenevolmente. 
Infatti, in questa ipotesi si ha 
È — fai , A Ù il Y 
y'= Ciyy' + Coya + Coyg' ++ Can 
, , vr vr 
AE UNA ar YO, + YsCs tt YnCn 


(C;' dinotando la derivata di C' rispetto ad 4), e se si assog- 
gettano le funzioni €, a verificare l'equazione 


YnC4' + Ya C3 + Ya 03 ++ Una =0, 
resta y' = Oxa + Cayo + Cos +00 + CY!» 
come nel caso in cui i fattori C; sono costanti. 


Da questa ultima equazione si ricava 
= C+ Copy + Coys' bat Cn", 
yi Ci + ya O + yg O + +40 
Di) semplicemente 


ya Cu + LO "in mu di st Outta! 
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quando si assoggettano le derivate Ca verificare l'equazione 
di condizione 


a wW0+9 0 +95 C+... + yy 0/=0. 


Continuando in tal modo, si trova che il valore di y dato , 
dall’equazione. (12), e che per ipotesi verifica l'equazione (2); 
soddisfa anche all’equazione (1), purchè le derivate C/ veri 
 fichìno il sistema delle equazioni di condizione 


Ya Ca + Ya Co +Yg C3' +... + Un Cn'=0, 
YO YO + yz ty C=0, <a 
vi C+ Ys' C+ va Yv a+ a du Va On 


aersarieariosica:e0 ‘vv’ sareoricc’’asiresseie;ic0e00’0e 


eo CA 1 yaY & + ys(72) 3! s) sk Un D'Oi 


, da queste equazioni in numero n si ricava il valore 
scun’ineognita C;/ eguale ad una certa funzione ©; Re 
conseguenza una ILA on da 
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CAPITOLO IV. 


Integrali singolari delle equazioni differenziali 
di primo ordine. 


23. Sia pa) =0 cirio RD) 
un'equazione differenziale di 1° ordine, di cui si ha l'integrale Î 
completo sotto la forma [ 

î 
BEVI 0A (2) È 


@ dinotando la costante arbitraria introdotta dall’integrazione. 
Quando si differenzia successivamente l'equazione (2) conside- 
randovi la quantità @, prima come una costante, e poi come 
una funzione delle variabili %, y, sì ha 


,AP_, AP (da 


dP | y0P dI 
da” dy * da \de 


“dy da \de'® ay} ay' 
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risultante dall’ eliminazione di a tra l'integrale (2) e luna 
delle equazioni (3) soddisfa ancora all’ equazione (1) di eni essa 
è un integrale singolare; a meno che l'equazione (4) non si l 
confonda con un integrale particolare, il valore di « ricavato 
du una delle equazioni (3) riducendosi ad una costante, o ad 
una funzione di x, 7 che essa stessa sì riduce ad una costante 
 jn virtù dell'equazione (4). Si sa inoltre, che l'equazione (4) 
| appartiene ad una linea che tocca o inviluppa tutte le linee | 
di cui il sistema è rappresentato dall’integrale generale (2), 
finchè il parametro @ conserva la sua indeterminazione. 


Risulta dalle cose dette una regola semplicissima per trovare 
gl'integrali singolari di un’ equazione differenziale di primo. 
| ordine, di cui si è antecedentemente determinato l'integrale 
generale: ma si può dire di più che questi integrali singolari 
| possono essere assegnati, senza che si abbia bisogno di cono- 
cere l'integrale generale, ed anche quando vi sarebbe impos- 
sibilità di assegnare all’integrale generale un'espressione ana- 
litica sotto forma finita, ciò che è il caso più ordinario. 


Effettivamente la linea inviluppo che rappresenta l’integrale 
ingolare, non può esistere se non quando vi è intersezione. 

"Je linee che rappresentano gl’integrali particolari, e che 
corrispondono a valori distinti della costante arbitraria. Dun- 
le, per i valori di , y relativi a questi punti d’'intersezio- 
o, il valore di y' in x, y, ricavato dall’equazione (1), deve 
multiplo; vale a dire, questa equazione, supposta alge- — 
deve essere di secondo grado o di un grado superiore 
y'; dopo che si saranno fatti sparire i radicali. 
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tra 2 6d y che caratterizza la linea di contatto o l'integrale 
singolare, 
Prendiamo per esempio l'equazione differenziale 
yi (ar — 12) — 2ayy= 02, crescere (0) 
che ha per integrale generale 
n — Qayi= 14 Gt, sceicco (7) 
a dinotando la costante arbitraria. 


La prima delle equazioni (3) dà in questo caso 4=—y, e 
questo valore di «, sostituito nell'equazione (7), dà per inte- 
grale singolare a2+y?—r?=0. Ora, senza che si abbia biso- 
gno di conoscere l'integrale (7), l'equazione (5) fornisce la 
relazione 


LY 


e questo valore y', sostituito nell'equazione (6), riproduce l’in- 
tegrale singolare dedotto in primo luogo dall’ integrale ge- 
nerale. 


24. La riuscita di questo metodo tiene a ciò che l equa- 
zione differenziale è preparata in modo da non contenere ra- 
dicali. Se al contrario l'equazione fosse risoluta rispetto ad 
Y, 0 messa sotto la forma y'=0(x,y), il metodo si troverebbe 
in difetto. Ma bisogna osservare che quando si differenzia l’ e- 
quazione (1) rispetto ad y e rispetto ad x, considerando y' co- 
me una funzione delle variabili x, y, determinata implicita- 
mente da questa equazione, si ha 


dy' _df _df dy' af. af 
dg dy dy” ds da dy'° 


Ora, il valore di y in x che appartiene all’integrale sin- 


df 


. 
olare, fa svanire —-: dunque lo stesso valore deve rendere 
’ RI q 


7 NO 
infiniti i coefficienti differenziali de Lo dopo che vi sì è 
dy' dx 


sostituito per y' il suo valore in x,y, ricavato dall’ equazio- 
ne (1). Per conseguenza, se si può dedurre dalle equazioni 


div, y) _ d0 (è, Y) _ 
; die * 
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un valore di y in @ cho verifichi anche l'equazione (1), que- 
sto valore riprodurrà l'integrale singolare, 


eco ‘ ; N, La i 
Per esempio, l'equazione (6), risoluta rispetto ad y', dà 


DE) AVEVO], 
Di —n? 


do, g) __®_ N@+y-:9)+y 

dy “ar Va+y-r) 
È. Dm) ae) ye +9 13) Fr (3 si P_r)Fay? 
Mi de De TO PNICSRETEZO) =; 


onde 


e questi valori diventano infiniti quando si pone 2°4y?—r?=0, 
ciò che soddisfa all’equazione (6) di cui si ottiene così l’inte- 
ale singolare. 


25. Quando si differenzia l’equazione (1), considerandovi y,y" 
me funzioni implicite di x, viene 


df df r nane a Ni 
Dt pri ®) 


df If. 
LL] (bi n 
y'= (day meta (9). 
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indi sì climinorà successivamente y' tra ciascuna di queste due 
equazioni e la proposta (1). Se le due equi azioni risultanti hanno 
un fattore comune, questo fattore darà l'integrale singolare 
cercato, 


Operando in questo modo sull’equazione (6), si trova 


citta: 


L'eliminazione di y' tra la proposta e ciascuna delle equa- 
zioni 
yy+a=0, y' (0-19) -2y=0, 
dà per risultanti in cui il fattore comune è in evidenza, 


x 


i a) (er 


2 
(0° +y° — 12) =0, 
y Y ) 


26. Abbiamo veduto (Art. 14) che l'equazione di primo 
ordine ; 
y=2y +9 (4) 
essendo sottoposta ad una seconda differenziazione, dà l’ equa- 
zione di secondo ordine 


e+y (y)]y"=0 


che si decompone immediatamente in due fattori di cuì l'un 
ao l’integrale generale, e l’altro l'integrale singoli 


della proposta. Bisogna goneralizzaro questo fatto di calcolo 


e mostrare che quando un'equazione di primo ordine ammette 


un patuiegrelo singolato, si può sempre mettere l equazione sotto j 


a tale che la sua derivata si decomponga in due fa 
uno dà l'integrale singolare, per mezzo dell’ 
ila proposta mentre L'altro, che 
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{ose sì sostituisce questo valore di 4 nell'equazione (2), 1 
| quazione risultante 


MO tiratori (12) 


sarà equivalente all’ equazione (1), in questo senso che, se esse 
mon sì confondono, sì passerà dall'una all'altra moltiplicando 
il primo membro della prima per una funzione convenevol- 
mente scelta delle variabili 2, y,y. Ora, differenziando l'e- 
quazione (12), si ha 


(ALE doi Bi "20; 
da dy Y Tae a dy y dy' ù 

e di più la somma dei due primi termini è identicamente 
= Mita. poichè si è sostituito per @, nella funzione 7°, il suo 
valore ricavato dall’equazione (10): dunque la derivata dell’ e- 
quazione (12) si riduce a 


dF (da ya E v)= 
i 05 
da \de ii o ge ig 
da lecompone in due fattori 
‘ae de 


i 


F Li È (19) 
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che verifica la proposta, non dà per y/ un valore atto a ve- 
rificare l'equazione (14), nè per conseguenza per y", y/"" ete. 
dei valori atti a verificare le derivate successive della proposta. 


Applichiamo quest’analisi all'equazione (7): si avrà 


(I GI 1 
nn bisi 
onde e=”: Ly @)= 


equazione che si confonderebbe con (6) togliendo il denomi- 
natore y'. La differenziazione dell'equazione (15) dù 


ay a dy" 


i gi gat geo 


ANA e) ni 
(+5) free 3° 


j valore di y' ricavato dall’ equazione y + Su ne sostiti i 


Jla prato.» dal jopcnde cigiiore a rta D Tu 
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CAPITOLO V. 


È À Integrazione delle equazioni differenziali 
} a più variabili indipendenti. 


È Integrazione delle equazioni fra tre variabili ai differenziali 1 
È totali, e di 1° grado. kE 


27. Se sì ha, tra le variabili indipendenti ©; 1 , e la fun- ; 
zione £ che ne dipende, un'equazione della forma vB 


grazione di questa equazione si riduce alle quadrature 
tt. 1), purchè le funzioni 9, Y soddisfino alla condizione 
lità = 2 


£,0 se sìavesse 
totali, l’equazion 
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no (1), e da cui si possa ricavare il valore di dz sotto la forma 


È 
de pda | qdy A 
bisogna che si abbia 
dp di ; 
= | drcrasconericre sere rereeoi (2) 
dy da L 


ma, in virtù dell'equazione (1), 


sicchè l'equazione (2) dà, dopo le riduzioni, 
x(Q_ di DD) 4Y 2) z dX _d 
de È de dy dg 


Allorchè quest’ultima equazione, che esprime la condizione 
"da integrabilità, è soddisfatta, l’ integrazione dell'equazione (1) 


sì riduce a quella delle equazioni a due variabili. Infatti, se DR 
esse l'integrale dell'equazione (1), e si differenziasse con- 
lerandovi z come una costante, il risultato ottenuto dovrebbe | | 
on re (1) dopo che vi si è fatto dz nullo; pe 


EQUAZIONI DIFFERENZIALI A PIÙ VARIABILI. 375 
Z, dinotando una funzione della sola variabile #. Per deter- 
minarla, osserviamo che si ha 
AF dPF dI V, 
dt +— dy+ —dz= 
da dy da de 
e da un'altra parte 
AF 
da 


da +57 dy=y(Xdex + Ydy)=—y. Zde, 


AZ, _dF 


rai VARIO DS (6). 


onde 


Bisogna dunque, se l'equazione (3) è soddisfatta, che Je due 
variabili x, y spariscano ad un tempo dal secondo membro 
dell'equazione (6), allorchè si elimina una di esse per mezzo 
dell’equazione (5), o, in altri termini, bisogna che la derivata 

questo secondo membro, presa rispetto ad #, sia nulla, al- 

orchè vi si considera y come una funzione di x e di Z,, data 
dall’equazione (5). Così, la condizione che si deve verificare, 
pressa dall’ equazione - 
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Se ora si sostituiscono nell'equazione (7) i valori di 


dp QI dp 
dude’ dyde' da’ 


ricavati dalle tre ultime equazioni, le quantità 
dp dy 
n È 
dy’ de 


vanno via nello stesso tempo, e si ricade sull’equazione (8) 
che esprime la condizione d’integrabilità. 


28. Allorchè questa equazione non è soddisfatta, non esiste 
una funzione # di due variabili indipendenti x, y, suscettibile 
di verificare l'equazione (1); ciò che equivale a dire che que- 
sta equazione non esprime più una proprietà di cui possano 
godere le coordinate x, di una certa superf Intanto 
) equazione (1) non è priva per ciò di ogni significato e nulla 
impedisce che essa esprima, per esempio, una proprietà co- 
mune ad una serie di curve, di cui 2, y, # dinoterebbero le 
coordinate correnti: solamente non vi è superficie che sia il 
luogo geometrico di tutte queste linee. Se si stabilisce un le- 
game arbitrario tra y ed x, ciò che equivale a tracciare ar- 
bitrariamente la proiezione di una di queste linee sul piano 
(24), z diviene funzione della sola variabile indipendente x, 
e l'equazione (1), costruita come un'equazione differenziale 
ordinaria, determina la proiezione della stessa linea sul piano 
(12); purchè solamente si dia un punto pel quale questa pro- 
iezione deve passare. L'integrazione dell'equazione (1) con- 
siste in questo caso a trovare tra le coordinate finite C;.Yyb 
un sistema.di equazioni che racchiude una funzione arbitra- 
ria, e da cui si possano ricavare, con una determinazione 
convenevole della funzione arbitraria, tutte le linee di cui le 
coordinate godono della proprietà di ‘soddisfare all’equazione 
differenziale proposta. j È 


D 


Ora, la soluzione di questo problema deriva immediatamente 
dall'analisi che ci ha comdotto all'integrazione dell'equazione 
nai ullorchè essa soddisfa alla condizione d’integrabili- 

tà; poichè se, nel caso contrario, in luogo di determinare la 
funzione Z, che entra nell'equazione (5), sì pone 


; i PODERI A 


ILIFE 


(bi) 
n 
ten | 
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— % dinotando una funzione arbitraria, ed in seguito 


» s 
E tir (9) 


î valori di x, y in funzione di 2, che verificheranno le equa- 
zioni (8) e (9), verificheranno anche l'equazione proposta, di 
cuì l'integrale sarà espresso in conseguenza dal sistema dolle 
equazioni (8) e (9), contenente la funzione arbitraria 0 e la 
sua derivata. 


Supponiamo che si tratti di esprimere che la linea di cui 
le coordinate correnti sono x,y, #, è determinata dal contatto 
«di una superficie conica col centro nel punto (9, Yo, #0), e di 
una superficie di rotazione intorno all'asse delle 2: le coordi- 
nate dei punti situati su questa linea dovranno verificare ad 
«un tempo (Agg. al Cal. Dif. Art. 14, 16) le- equazioni 


2- =D L) +1 Y Yo) e (10) 
} SIE UVE TSE ORARSRORARA i A) 
de=pdx + qdy , 
cui sî ricava con l'eliminazione di p-e di g, 
xrde + ydy 
d@- a) + yy di 


TREO), 
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Si potrebbe modificare l’enunciato dello stesso problema, 
domandando l'equazione della superficie che si trova compresa 
ad un tempo nella famiglia delle superficie coniche caratteriz- 
zate dall'equazione (10) ed in quella delle superficie di rota- 
zione caratterizzate dall’equazione (11). L'equazione (12) alla 
quale sì giunge per esprimere questa doppia condizione, non 
soddisfacendo alla condizione d’integrabilità finchè x), yy non 
sono nulli, ne risulta che, nel caso generale, una tale super- 
ficie non esiste, Allorchè x,y Yo sono nulli, l'equazione (12) 
s'integra e dà 


c dinotando la costante arbitraria. Questa equazione appar- 
tiene a tutt'i conì retti che hanno il loro centro nel punto 
dell'asse delle 2 di cui l’ordinata è 2,; ed è chiaro che in ef- 
fetto questi coni retti soddisfano al problema così enunciato. 


Mettendo l'equazione (12) sotto la forma 


delale-2)+yW-v)]=(- 2) (#42 + yy), 


si vede-che essa è soddisfatta dall’ equazione £ — &,= 0, senza 
che sì abbia bisogno di supporre nulle le coordinate ©), Yo- 
| Così il piano condotto pel punto (x), %o 0), perpendicolar-. 
mente all'asse delle 2, è una superficie che soddisfa all'enun- 
ciato del problema; ma questa soluzione non è che singolare, 
e lo mostra bene la forma dell’equazione qui sopra, e non 
la costante arbitraria essenziale all'integrale com- 
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l'integrale cercato: « dinotando una funzione delle » varia- 
bilì indipendenti x, y, 2, t, ete., ed U; X, Y, Z, 2, ete. delle 
funzioni qualunque delle n+1 variabili v, x,y, t, ete. Si ha 


dh dl du _ i du _ 0, dF_ dF Resti DI 
do ‘du de ’dy' du dy ide + au dz 3: 


în conseguenza, l'equazione (1) può prendere la forma 


UN dl. daN dF -_df 
Ott tig tia ttygtoio=% L0) 


ed il problema è ridotto a determinare nel modo più gene- 
rale, la funzione 7° che soddisfa all’'equazione (2). 


Supponiamo che si sia integrato, con tutta la generalità ri- . i 


chiesta, il sistema delle n equazioni differenziali simultanee , 
racchi se nell equazione continua 


dude dy dz dt 
TESI IA 


v= = nu , aio 
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o pure, in virtù delle equazioni (3), 


Ulf L df, _df aaa odi \ 
— + — + 1+pZ— | t ( 
Seo, 1 dy ZE RAD la 
dfo ifo | 70fo lf, 
PALE x va 2, VALLO (fo +ete.=0, 
du da dy dz di (5) 
DI 
Un px lay In 4 pn Lote.=0 | 
du da dy dz di / 


Così le » funzioni f1, fa; --- fn soddisfano all’equazione (2) e 
forniscono altrettanti integrali particolari della proposta (1). 

È facile vedere che una funzione arbitraria ® delle quan- 
ttità f,,f0,-.-fn soddisfa del pari all’equazione (1); poichè 
se si addizionano i primi membri delle equazioni (5), dopo di 
averli moltiplicati rispettivamente per 


d®  d® d® 
viene 
d® d® d® db d® 
— —-+I--+Z—- = 100 
du do dy i dz ui Lai Pete sd 


Dunque. si ha per integrale della proposta 
D(fa tarare 0 = ft 


d,9 essendo caratteristiche di funzioni arbitrarie; e d’ altron- 
de si riconosce che questo integrale ha tutta la generalità ri- 
chiesta, poichè non si può eliminare che un segno di funzione 
arbitraria, con la combinazione di un'equazione con le sue 
derivate parziali di primo ordine. 


- 30. Applichiamo quest’analisi all’equazione a tre variabili 


dz dz È 
XagtYg=% 0 EP+M1=Z; 0) 


e supponiamo in primo luogo che le funzioni X, Y, Z si ri- 
ducano a numeri costanti P, Q, R: le equazioni (3) diventano 


Rdo-Pdz=0, Rdy-QUz=0, 


} 
i 
i 
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ed esse conducono agl’integrali 
Re-Pz=a,, Ry-Q:=0,; 
siechè la proposta (6) ha per integrale generale 
Ro-Pz=@(Ry— Qz). 

Questa equazione caratterizza la famiglia delle superficie 
cilindriche, e le equazioni (7) sono quelle delle rette gene- 
ratrici. 


Conserviamo ad X, Y i loro valori costanti P, @, e ponia- 
mo Z=z: si avranno ad integrare le equazioni differenziali 


Pay— Qda=0, zdo—Pdz=0, 
® 
onde Bij= (pe peas 


ciò che mette l’integrale della proposta sotto la forma 


n= ipy = 0) RE) 
Infine, se prendiamo per ‘ultimo esempio l'equazione 
Pa + yen NE4 9) in ®) 
da integrare le equazioni differenziali a due variabili 


| ad:=ndo Ja +9), ady—yde=01 


x, e la prima diviene, con la sostituzione — 
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lori di du, de, dy, de, ete., ricavati dalle derivate delle equa- 
zioni (4), rendono le equazioni (3) identiche, senza che vi sia 

| bisogno di ritornare ai legami stabiliti tra le variabili U, 9 
Y, , ete. dalle stesse equazioni (4); poichè questi legami di- 
pendono dalle costanti @,, @,, ete., e le equazioni (4), o le 
loro derivate, debbono verificare le equazioni (3) qualunque 
siano i valori assegnati a quelle costanti arbitrarie. Inversa- 
mente, e per una ragione contraria, se le equazioni (3) am- 
mettono degl’integrali singolari 


Ie 0000), ) cx (10) 
Pa (CY, 3,6, = 0 (TY = 


le derivate delle equazioni (10) non verificheranno le equa- 
zioni (3) se non tenendo conto dei legami espressi dalle equa- 
zioni (10); o, in altri termini, bisognerà combinare le equa- 
zioni (10) con le loro derivate, per soddisfare al sistema delle 
equazioni (3). Ciò posto, ciascuna delle equazioni (10) soddi- 
= sferà all’equazione (2), o all’equazione (1) di cui quella è una 
trasformata; ma non si soddisferà all’ equazione (2) prendendo 
per #' una funzione arbitraria delle quantità g,, Pato 
una funzione arbitraria nella quale entrerebbero, in totalità 
o in parte, le quantità @,, 9, ... 9,, associate alle quantità 
fio fa; <<. fa» prese anche in totalità o in parte. Dunque 
l'equazione (1) non ammette altro integrale completo che quel. 
lo in cui le quantità f,, fa, «.- fy entrano esclusivamente sotto 
il segno di funzione arbitraria, ma essa è soddisfatta da cia- 
scuna delle equazioni (10); e queste equazioni sono degl’in- 
tegrali singolari dell'equazione (1), poichè essi non si tr 
echiusi integrale completo. "tt 


è: E CI o . ® D . 
o per esempio l'equazione lineare di primo ordine 
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tab ‘che si possono rimpiazzare con 
+ CUL FO 


ll Me Sy ++) + (DL - )i 
i (i 2 
Dai e che hanno per integrali completi, 
a 
è, ì i, e 1 RO 2 
N Ò VO s=0+Y4+@, 52+y=204,0+ 04. 


St : AS 0 a «Te 
Il secondo di questi integrali dà origine all’ integrale singolare 


dA SESIA 002),7 


1) 000 
«Ciascuna delle equazioni 


s-g-y=a, D+ /(+y+2)=a, 


dà per p e g dei valori che, messi nell'equazione (11), la ren- 
identica: in conseguenza, l'equazione (11) ha per inte- 
ale completo 


TFV@+y+2)=dG-2-y), 


endo una caratteristica di funzione arbitraria. Al con- 
equazione (12) dà per pe g dei valori che, sostituiti 
zione (11), non soddisfano a questa equazione se non 
l'equazione (12) per togliere il radicale che 
ne (11). Da ciò l'equazione (12) non soddisfa 
he in qualità di integrale singolare. 


one (9) sotto | la forma equivalente 


